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Передмова

Ви тримаєте у руках навчально-методичний посiбник «Математичнi мето-
ди наближених обчислень у теоретичнiй фiзицi», що мiстить стислий, проте
ємний виклад ряду наближених методiв, що використовуються у математицi
та теоретичнiй фiзицi для отримання асимптотичних виразiв. Вiн призначе-
ний для студентiв фiзичних спецiальностей, якi вивчають наближенi методи,
для викладачiв в якостi матерiалу для занять зi студентами, а також для
всiх початкiвцiв, якi тiльки починають знайомитися з методами отримання
асимптотичних формул. На жаль, посiбникiв з наближених методiв україн-
ською мовою не так багато, i автори хотiли б цим виданням хоча б частково
компенсувати цю нестачу.

Вважається, що читач даного посiбника знайомий з основними роздiлами
вищої математики, а саме:

1. Границi функцiї. Похiдна. Частковi похiднi.

2. Невизначений, визначений i невласний iнтеграли. Замiна змiнних. Iн-
тегрування частинами.

3. Ряди. Степеневi ряди. Формула Тейлора з залишковим членом. Симво-
ли Ландау O та o.

4. Комплекснi числа. Iнтегрування вздовж комплексної лiнiї. Основна те-
орема про лишки.

5. Диференцiальнi рiвняння. Cистеми лiнiйних диференцiальних рiвнянь
з постiйними коефiцiєнтами.

Посiбник складається з трьох роздiлiв. Перший роздiл присвячено най-
простiшим наближеним обчисленням. Другий роздiл мiстить у собi асимпто-
тичнi методи, що застосовуються при розв’язаннi диференцiальних рiвнянь.
У третьому роздiлi викладено методи наближеного обчислення iнтегралiв.
Роздiли розбито на пiдроздiли, кожен з яких об’єднує методи однiєї тематики
i може використовуватися як основа для одного заняття. Пiдроздiли мають
наступну структуру. На початку пiдроздiлу дається короткий теоретичний
опис певних методiв i способiв їх застосування. Потiм наводяться приклади
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завдань з повними розв’язками, що сприяє розумiнню iдеї методу i розвитку
необхiдних практичних навичок у його використаннi. Пiсля цього мiстяться
завдання для самостiйної роботи, вiдповiдi до яких зiбрано у кiнцi посiбни-
ка. Окрiм того, деякi задачi мiстять вказiвки, якi спрощують розв’язування
бiльш складих завдань. Завдання пiдвищеної складностi мають вiдмiтку (!).
Бiльш того, кожен роздiл забезпечено прикладами iндивiдуальних завдань,
що можуть використовуватися викладачами для контролю знань студентiв.



Роздiл 1

Найпростiшi наближенi
обчислення

1.1. Арифметичнi наближенi розрахунки й
оцiнка похибки

Нехай потрiбно обчислити значення функцiї f(x) у деякiй точцi x iз зада-
ною абсолютною похибкою R (або вiдносною похибкою r). Один з найпошире-
нiших способiв обчислення арифметичних виразiв базується на використаннi
формули Тейлора з залишковим членом:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
∆xk +Rn(ξ,∆x), Rn(ξ,∆x) =

∆xn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ). (1.1)

Тут ∆x = x − x0, x0 6 ξ 6 x (або x 6 ξ 6 x0), f (k) позначає похiдну k-го
порядку, k! — факторiал числа k.

Якщо значення функцiї та її похiдних неважко розрахувати у точцi x0,
близькiй до x, тобто ∆x = x − x0 мале, то можна використати форму-
лу Тейлора (1.1), взявши достатню кiлькiсть n членiв розкладання, щоб
|Rn(ξ,∆x)| 6 R (або |Rn(ξ,∆x)| 6 r|f(x)|). При цьому оцiнка для похиб-
ки базується на максимiзацiї |Rn(ξ,∆x)| за значенням ξ.

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 1.1
1.1.1. Наближено обчислити A =

√
2 у нульовому, першому i другому

наближеннях, представляючи вираз двома рiзними способами:

A(1) =
√

1 + 1 та A(2) =
√

4− 2.

Порiвняти результати. Оцiнити абсолютну похибку для кожного наближення.
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Розв’язок задачi 1.1.1. В даному прикладi пiд нульовим, першим i дру-
гим наближенням мається на увазi використання формули Тейлора (1.1) з
залишковим членом при n = 0, n = 1 i n = 2, вiдповiдно. Згiдно з цiєю
формулою для функцiї

√
1 + x маємо:

√
1 + x = 1 +R0 = 1 +

x

2
+R1 = 1 +

x

2
− x2

8
+R2.

Тодi для числа A1 =
√

1 + x
∣∣
x=1

отримаємо наступнi наближенi значення:

A
(1)
0 = 1, A

(1)
1 = 1 +

1

2
= 1.5, A

(1)
2 = 1 +

1

2
− 1

8
= 1.375

та оцiнки для залишкового члена (0 6 ξ 6 1):

|R(1)
0 | =

1

2
√

1 + ξ
6 0.5, |R(1)

1 | =
1

8(1 + ξ)3/2
6 0.125, |R(1)

2 | 6 0.0625.

Аналогiчно для числа A(2) =
√

4− 2 = 2
√

1 + x|x=−1/2 отримаємо наближенi
значення:

A
(2)
0 = 2, A

(2)
1 = 2− 1

2
= 1.5, A

(2)
2 = 2− 1

2
− 1

16
= 1.4375

та оцiнки для залишкового члена (−1/2 6 ξ 6 0):

|R(2)
0 | =

1√
1 + ξ

6

√
2

2
, |R(2)

1 | =
1

16(1 + ξ)3/2
6

√
2

8
, |R(2)

2 | 6
√

2

16
.

Оскiльки величину
√

2, яка виникла при оцiнцi похибки, ми ще не розраху-
вали, то потрiбно оцiнити зверху значення

√
2, наприклад, наступним чином.

Нехай |R(2)
n | 6 αn

√
2 (зокрема α0 = 1/2, α1 = 1/8, α2 = 1/16), тодi:
√

2 = A(2)
n +R(2)

n 6 A(2)
n + αn

√
2,

звiдки
√

2 6 A
(2)
n /(1− αn). Остаточно отримуємо оцiнку для R(2)

n :

|R(2)
0 | 6 2, |R(2)

1 | 6
3

14
< 0.22, |R(2)

2 | 6
23

240
< 0.096.

Порiвнюючи результати для двох виборiв розкладання та точне значен-
ня
√

2 ≈ 1.41421, можна зробити наступний висновок. Чим менше ∆x, тим
швидше будуть сходитись послiдовнi наближення (значення A

(1)
2 вiдрiзняє-

ться вiд
√

2 бiльше нiж A
(2)
2 ), хоча може так виявитись, що формальна оцiн-

ка похибки Rn може показувати бiльше вiдхилення вiд точного значення в
залежностi вiд вибору розкладання (|R(2)

2 | > |R
(1)
2 |).
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1.1.2. Запропонувати спосiб розрахунку sin 3 з вiдносною похибкою до
2× 10−3.

Розв’язок задачi 1.1.2. За формулою приведення sin 3 = sin(π − 3).
Тепер можна розкласти sin(π − 3) за формулою Тейлора:

sin(π − 3) = (π − 3)− (π − 3)3

3!
+R4,

де R4 — залишковий член з 0 6 ξ 6 π− 3. Оцiнимо вiдносну похибку наступ-
ним чином:

r4 =
|R4|

sin(π − 3)
=

(π − 3)5

5!

| cos ξ|
sin(π − 3)

<
(π − 3)5

120 sin(π − 3)
≈ 3.4 · 10−6.

Зауваження: Звернемо увагу, що можна використовувати й пряме розкла-
дання sin 3 = 3 − 33/3! + 35/5! + . . ., але воно може дати достатню точнiсть
тiльки на членi 317/17!.

1.1.3. У скiльки разiв потужнiсть P1 вихiдного сигналу бiльше потужно-
стi P0 вхiдного, якщо сигнал посилився на 1 дБ (1 децибел)? Розрахувати з
точнiстю 5%.

Розв’язок задачi 1.1.3. Величина потужностi, виражена у децибелах,
визначається як 10 lg

(
P1/P0

)
. Тодi сигнал у 1 дБ — це P1/P0 = 101/10. Про-

ведемо розрахунки:

101/10 = exp
( 1

10
ln 10

)
= 1 +

1

10
ln 10 +R1 =

= 1 +
1

10

{
2 + ln

[
1 +

(10

e2
− 1
)]}

+R1 = 1 +
1

10

[
2 +

(10

e2
− 1
)

+R2

]
+R1.

Тут ми використали розкладання функцiй f1(x) = exp(x) та f2(x) = ln(1+x)
в ряд Тейлора (1.1) при x0 = 0. Оцiнимо похибку R = R1 +R2/10. Для цього
зауважимо, що R1 > 0 i R2 < 0 та, як буде видно з наступних розрахункiв,
R1 > |R2|/10. Тому

0 < R =
ln2 10

2! · 102
eξ1
∣∣∣
ξ16 1

10 ln 10
−
(10

e2
− 1
)2 1

2! · 10(1 + ξ2)2

∣∣∣
ξ26 10

e2
−1
<

<
101/10

200

(10

e2
+ 1
)2

− e4

2000

(10

e2
− 1
)2

≈ 0.032.

У результатi маємо:

P1

P0
= 101/10 =

11

10
+

1

e2
+R = 1.24± 3%.
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Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 1.1
1.1.4. Наближено розрахувати B =

√
3 у нульовому, першому i другому

наближеннях, представляючи вираз у виглядi:

B1 =
√

4− 1 та B2 =

√
25

9
+

2

9
.

Порiвняти результати. Оцiнити абсолютну похибку для кожного наближення.

1.1.5. Запропонувати спосiб розрахунку ln 3 з вiдносною похибкою до
0.5× 10−3.

Вказiвка до задачi 1.1.5. Представити ln 3 у виглядi 1+ln
[
1+(3−e)/e

]
i розкласти ln(1 + x) за формулою Тейлора, див. розв’язок задачi 1.1.3.

1.1.6. Використовуючи наближенi обчислення, доведiть нерiвнiсть
πe < eπ.

Вказiвка до задачi 1.1.6. Обчислiть асимптотично вираз π−e lnπ i пе-
реконайтеся, що це додатне число. Для обчислення ln π див. вказiвку до 1.1.5
та розв’язок задачi 1.1.3.

1.2. Трансцендентнi алгебраїчнi рiвняння
Нехай F (x, ε) достатньо диференцiйована функцiя1 обох своїх аргумен-

тiв. Припустимо, що рiвняння

F (x, ε) = 0 (1.2)

при ε = 0 має корiнь x0, тобто F (x0, 0) = 0. Тодi розв’язок xε рiвняння (1.2)
при довiльному малому значеннi ε → 0 може бути знайдений у наступному
виглядi:

xε = x0 + εx1 + ε2x2 + . . .+ εnxn + o(εn), (1.3)

де εkxk — називається k-ю поправкою до значення x0. Величини xk можуть
бути знайденi шляхом розкладання функцiї f(ε) = F (xε, ε) за формулою Тей-
лора (1.1) в нульовому, першому, другому i т.д. порядку по ε→ 0. Зауважимо,
що кожен наступний xk+1 виражається лише через попереднi x0, x1, . . . , xk,
тому розрахунки можуть бути проведенi послiдовно.

Зокрема якщо ∂xF (x0, 0) 6= 0, то вихiдне рiвняння має корiнь

xε = x0 +
[
− ∂εF (x0, 0)

/
∂xF (x0, 0)

]
ε+ o(ε), ε→ 0. (1.4)

1Тут пiд достатньо диференцiйованою функцiєю мається на увазi така функцiя, яка має стiльки
похiдних, скiльки того потребує подальше викладення матерiалу у цьому пiдроздiлi.
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Тут пiд ∂xF (x0, 0) та ∂εF (x0, 0) маються на увазi частковi похiднi за пер-
шою (x) та другою (ε) змiнними функцiї F (x, ε) вiдповiдно, розрахованi при
x = x0 та ε = 0.

Для доведення виразу (1.4) представимо корiнь xε у виглядi xε = x0 +x1ε
та розкладемо f(ε) = F (x0 + εx1, ε) за формулою Тейлора (1.1) в нульовому
та першому порядку по ε→ 0:

0 = F (x0 + εx1, ε) = F (x0, 0) +
[
x1∂xF (x0, 0) + ∂εF (x0, 0)

]
ε+ o(ε).

Оскiльки F (x0, 0) = 0, отримуємо, що x1 = −∂εF (x0, 0)/∂xF (x0, 0) + o(1), що
i доводить рiвнiсть (1.4).

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 1.2
1.2.1. Асимптотично по малому2 параметру ε� 1 на iнтервалi 0 < x < 1

знайти:

(а) один корiнь рiвняння sin(x− ε) = exp(2εx)− 1;
(б) два рiзнi коренi рiвняння sin(x2 + ε2) = exp(2εx)− 1.

Розв’язок задачi 1.2.1а. Представимо дане за умовою рiвняння у ви-
глядi

F (x, ε) = sin(x− ε)− exp(2εx) + 1 = 0.

Неважко пересвiдчитися, що F (0, 0) = 0. Таким чином, у нульовому набли-
женнi корiнь рiвняння x0 = 0. Для того, щоб отримати розв’язок у iнтервалi
0 < x < 1, скористаємося рiвнiстю (1.4):

x ≈ x0 − ε
− cos(x0 − ε)− 2x0 exp(2εx0)

cos(x0 − ε)− 2ε exp(2εx0)

∣∣∣
ε=0

= ε.

Розв’язок задачi 1.2.1б. Представимо дане за умовою рiвняння у ви-
глядi

F (x, ε) = sin(x2 + ε2)− exp(2εx) + 1 = 0.

У нульовому наближеннi, при ε = 0, корiнь даного рiвняння x0 = 0. На жаль,
використовувати формулу (1.4) не можна, оскiльки ∂xF (x0, 0) = ∂εF (x0, 0) =
0. Тому використаємо загальний пiдхiд (1.3). Для знаходження кореня рiв-
няння у першому наближеннi треба розкладати f(ε) = F (xε, ε) за формулою
Тейлора (1.1) в нульовому, першому та другому порядку по ε � 1. Нехай
корiнь xε = x0 + εx1 = εx1, де εx1 — перша поправка. Розкладемо f(ε):

0 = f(ε) = F (εx1, ε) ≈ ε2(x2
1 + 1− 2x1) = ε2(x1 − 1)2.

2У теоретичнiй фiзицi прийнято використовувати позначення ε� 1 (читається «ε набагато менше 1»),
що має майже той самий сенс, що й ε→ 0 у математицi, але мається на увазi, що ε > 0.
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Отже, у першому наближеннi корiнь вихiдного рiвняння xε = x0 + εx1 ≈ ε. За
умовою потрiбно знайти два рiзнi коренi рiвняння, тому необхiдно обчислити
друге наближення для кореня. Нехай корiнь xε ≈ x0 + εx1 + ε2x2 = ε+ ε2x2,
де ε2x2 — наступна поправка. Розкладемо f(ε) в ряд Тейлора, зберiгаючи у
ньому доданки бiльше i порядку ε4:

0 = f(ε) = F (ε+ ε2x2, ε) ≈ ε4(x2
2 − 1).

Отже, x ≈ ε± ε2
√

2.

1.2.2. Знайти наближений розв’язок рiвняння: 4 sinx = e−x на iнтервалi
−1 < x < 1. Що тут грає роль малого параметра? Скiльки необхiдно взяти
членiв розкладання по цьому малому параметру, щоб отримати x з абсолю-
тною похибкою 10−2?

Розв’язок задачi 1.2.2. Представимо дане рiвняння у виглядi

F (x, ε) = sin x− εe−x = 0, де ε = 1/4.

Легко бачити, що при ε = 0 корiнь рiвняння x0 = 0. Далi будемо користувати-
ся загальною схемою (1.3) (також див. розв’язок задачi 1.2.1б). Представимо
розв’язок xε у наступному виглядi:

xε = x0 + εx1 + ε2x2 + . . .+ εnxn + o(εn).

Далi розкладаємо функцiю f(ε) = F (xε, ε) за формулою Тейлора (1.1) до
необхiдного порядку по ε� 1, знаходимо послiдовно кожне наближення xn.
У даному випадку маємо:

xε = ε− ε2 +
5

3
ε3 − 10

3
ε4 +R

∣∣∣
ε=1/4

= 0.20± 0.01.

Похибка |R| була оцiнена нестрогим чином, як наступний член розкладан-
ня |R| ≈ 221ε5/30. Цей спосiб строго правильний тiльки якщо розкладання
знакозмiнне.

Зауваження: Запропонований спосiб дозволяє знайти розв’язок рiвняння
з будь-якою заданою мiрою точностi. Однак для точностi 10−2 рiвняння мо-
жна розв’язати iншим способом. Оскiльки розв’язок рiвняння близький до
нуля, можна розкласти функцiю F (x, 1/4) по малостi x:

0 = sin x− 1

4
e−x ≈ −1 + 5x

4
.

Звiдси x = 0.2. Недолiк такого способу в тому, що для великих точностей
необхiдно розв’язувати степеневе рiвняння високого порядку.
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1.2.3. Знайти асимптотично, з похибкою менше нiж 5%, всi коренi рiвня-
ння x = tg x. Чи є у цьому рiвняннi малий параметр?

Розв’язок задачi 1.2.3. З перетину графiкiв функцiй f(x) = x та
g(x) = tg x зрозумiло, що рiвняння x = tg x має нескiнченне число розв’язкiв.
Перенумеруємо цi розв’язки: x(0) = 0 та x(±n) — точки перетину, що лежать
на iнтервалах

[
±πn;±π(n+1/2)

]
, де n = 1, 2, 3, . . ., при цьому x(−n) = −x(n).

Знайдемо x(n), розкладаючи по великому параметру n > 0. У нульовому на-
ближеннi x(n) ≈ x

(n)
0 = π(n + 1/2) (точка, де tg прямує до нескiнченностi).

Представимо корiнь x(n) у виглядi, схожому на (1.3):

x(n) = x
(n)
0 +

x
(n)
1

n
+
x

(n)
2

n2
. . .

Далi будемо знаходити цi поправки, а саме, вiзьмемо x(n) ≈ x
(n)
0 + x

(n)
1 /n.

Пiдставимо у рiвняння i розкладемо при n� 1:

0 = x(n) − tg x(n) ≈ π(n+ 1/2) + ctg[x
(n)
1 /n] ≈ n[π + 1/x

(n)
1 ].

Таким чином, x(n) ≈ π(n+1/2)−1/(πn) у першому наближеннi. Незважаючи
на те, що при виведеннi цiєї вiдповiдi використовувалась умова n � 1, роз-
кладання працює навiть для x(1). Дiйсно, помилка в обчисленнi x(1) складає
близько 2%.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 1.2

1.2.4. Отримайте явний вираз для x2 у рiвняннi (1.3) за умови, що iснують
другi похiднi F (x, ε) поблизу (x0, 0) та ∂xF (x0, 0) 6= 0.

1.2.5. Асимптотично по малому параметру ε� 1 знайти:

(а) один корiнь рiвняння tg(εx) = cos x;

(б) два рiзнi коренi рiвняння ln(x+ ε) = sin(x− 1)

на iнтервалi 0 < x < 2.

1.2.6. Знайти наближений розв’зок рiвняння: 4 tg x = ex на iнтервалi
0 < x < 1. Що тут грає роль малого параметра? Скiльки необхiдно взяти
членiв розкладання по цьому малому параметру, щоб отримати x з абсолю-
тною похибкою 10−2?

1.2.7. Знайти, з похибкою менше нiж 10%, всi коренi рiвняння x2 = ctg 2x.
Що у цьому рiвняннi грає роль малого параметра?
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Вказiвка до задачi 1.2.7. Рiвняння має розв’язки: x(0) i x(±n), n =
1, 2, 3, . . .. У нульовому наближеннi x(0) ≈ π/4 (точка, де ctg дорiвнює 0) i
x(±n) ≈ ±πn/2 (точки, де ctg прямує до ∞). Знайдiть перше наближення
x(±n), розкладаючи по великому параметру n, i перше наближення x(0), роз-
кладаючи по малостi вiдхилення вiд π/4.

1.3. Наближене визначення неявних функцiй.
Метод обернення Лагранжа

Неявнi функцiї. Нехай функцiя y = yε(x) задана неявним чином у ви-
глядi рiвняння F (x, y, ε) = 0, де F (x, y, ε) достатньо диференцiйована фун-
кцiя своїх аргументiв y та ε. Тодi fε(x) може бути знайдена у наступному
виглядi, порiвняйте з рiвнянням (1.3):

yε(x) = y0(x) + εy1(x) + ε2y2(x) + . . .+ εnyn(x) + o(εn), (1.5)

де y = y0(x) — функцiя, що задана неявно рiвнянням F (x, y0(x), 0) = 0,
a εkyk(x) — називається k-ю поправкою до функцiї y0(x). Функцiї yk(x) мо-
жуть бути знайденi шляхом розкладання F (x, yε(x), ε) за формулою Тейло-
ра (1.1) в нульовому, першому, другому i т.д. порядку по ε→ 0, так само, як це
було показано у попередньому пiдроздiлi. Зокрема якщо ∂yF (x, y0(x), 0) 6= 0,
то

y1(x) = −∂εF
(
x, y0(x), 0

)
/∂yF

(
x, f0(x), 0

)
. (1.6)

Формула обернення Лагранжа [1]. Нехай функцiя f(z) аналiтична
поблизу z = 0, причому f(0) 6= 0. Тодi iснують такi w0 > 0 та z0 > 0, що
рiвняння

w =
z

f(z)
, при |z| < z0, (1.7)

має аналiтичний по w (при |w| < w0) розв’язок

z =
∞∑
k=1

wk

k!

{ dk−1

dzk−1

[
f(z)

]k}∣∣∣∣
z=0

= wf(0) + w2f(0)f ′(0) + . . . . (1.8)

Зауваження: Якщо вiдоме розкладання f(z) у степеневий ряд при z → 0,

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

2 . . . ,

то, порiвнюючи його з формулою Тейлора (1.1) та замiнюючи f (k)(z = 0) на
k!ak, можна записати за методом обернення Лагранжа наступне розкладання:

z = a0[w + a1w
2 + (a2a0 + a2

1)w
3 + (a3

1 + 3a0a2a1 + a2
0a3)w

4 + . . .].
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Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 1.3
1.3.1. Асимптотично по великому3 параметру µ� 1 знайти:

(а) у нульовому, першому i другому наближеннях явний вигляд функцiї
y = f(x), яка задана рiвнянням arctg(y + µ) = y − x/µ;

(б) двi рiзнi гiлки y = f1(x) та y = f2(x) функцiї, яка задана рiвнянням
y = ln(y + x2 + µ−2) + cos x при x ∼ µ−1.

Розв’язок задачi 1.3.1а. Введемо нове позначення ε = µ−1 � 1. Тодi
дане рiвняння запишемо у виглядi F (x, y, ε) = arctg(y + ε−1) − y + xε = 0.
Знайдемо функцiю у нульовому наближеннi (ε→ 0): y = f0(x) = π/2. Потiм
скористаємося рiвнiстю (1.6):

fε(x) ≈ π

2
−

x−
[
ε2 + (yε+ 1)2

]−1

−1 + ε2
[
ε2 + (yε+ 1)2

]−1

∣∣∣∣
ε=0, y=π/2

ε =
π

2
+ (x− 1)ε.

Запишемо fε(x) = π/2+(x−1)ε+g2(x) для розрахунку другого наближення.
Тут g2(x) — друга поправка, |g2(x)| � ε. Пiдставимо у такому виглядi у
рiвняння F (x, y, ε) = 0 i розкладемо, зберiгаючи доданки бiльше i порядку
g2(x) та ε2: F (x, fε(x), ε) ≈ πε2/2−g2(x). Отже, fε(x) ≈ π/2+(x−1)ε+πε2/2.

Розв’язок задачi 1.3.1б. Зробимо замiну ε = µ−1 � 1, x = εt. Тодi
запишемо рiвняння F (t, y, ε) = y− ln

[
y+ε2(t2 +1)

]
−cos εt = 0. У нульовому

наближеннi F (t, y, 0) = y − ln y − 1 = 0, отже, y = f0(t) = 1. У першому
наближеннi функцiю шукаємо у виглядi fε(t) = 1 + f1(t). Пiдставимо у рiв-
няння, розкладемо по малостi f1(t), зберiгаючи доданки бiльше чи порядку
f 2

1 (x) та ε2, отримаємо:

0 = F (t, fε(t), ε) ≈ f 2
1 (t)/2− (1 + t2/2)ε2.

Отже, fε(t) = 1± ε
√
t2 + 2 або fε(x) = 1±

√
x2 + 2ε2.

1.3.2. Побудувати у головному та наступному наближеннях4 обернену
функцiю до y(x) = x−1e−x при:

(а) y � 1; (б) y � 1.
Розв’язок задачi 1.3.2а. Зробимо замiну змiнних w = y−1 та z = x у

вихiдному рiвняннi. Тодi вихiдне рiвняння набуде вигляду w = z/e−z, i ми мо-
жемо скористатися формулою обернення Лагранжа (1.7) та (1.8) з f(x) = e−x.

3У теоретичнiй фiзицi прийнято використовувати позначення µ� 1 (читаємо «µ набагато бiльше 1»),
що має той самий сенс, що й µ→ +∞ у математицi.

4Часто у фiзицi використовується термiн «головне наближення», який позначає перший ненульовий
член розкладання по малому параметру. Наприклад, у головному наближеннi sinx ≈ x, якщо x малий.
Термiн «наступне наближення» позначає, що розкладання продовжуть, поки не виявиться наступний
ненульовий член. Наприклад, у головному i наступному наближеннях sinx ≈ x− x3/6.
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Отримуємо

z =
∞∑
k=1

wk

k!

{ dk−1

dzk−1
e−kz

}∣∣∣
z=0

=
∞∑
k=1

(−1)k−1kk−2wk

(k − 1)!

або x = y−1 − y−2 + 3y−3/2 + . . .

Розв’язок задачi 1.3.2б. Якщо y � 1, то x � 1. Запишемо дане рiв-
няння у виглядi: x = ln(1/y) − lnx. Оскiльки x � lnx, то у нульовому
наближеннi: x ≈ ln(1/y). У першому наближеннi x = ln(1/y) + x1. Роз-
кладаючи дане рiвняння, отримуємо: x1 ≈ − ln ln(1/y). У результатi маємо:
x = ln(1/y)− ln ln(1/y) + o

(
ln ln(1/y)

)
.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 1.3

1.3.3. Отримати вираз (1.6) для y1(x) та вираз для y2(x).

Вказiвка до задачi 1.3.3. Дiйте аналогiчно доведенню виразу (1.4).

1.3.4. Асимптотично при ε� 1 у перших двох наближеннях знайти явний
вигляд функцiї y = f(x) для y + x = sin(εy − x).

1.3.5. Асимптотично при великих значеннях параметра µ у нульовому,
першому i другому наближеннях знайти явний вигляд функцiї y = f(x), яка
задана рiвнянням arctg2(xy + µ) = y − x.

1.3.6. Розв’язати у трьох перших наближеннях задачу 1.3.1б.

1.3.7. Використовуючи метод обернення Лагранжа, побудувати у трьох
порядках обернену функцiю до y = x2/ tg x поблизу:

(а) x1 = 0; (б) x2 = π/2.

Вказiвка до задачi 1.3.7а. Використайте метод Лагранжа (1.7–1.8),
зробивши наступну замiну змiнних: w = y, z = x, f(z) = tg z/z. Функцiя f(z)
є аналiтичною функцiєю, якщо доповнити її означення при z = 0 граничною
умовою f(z = 0) = 1.

Вказiвка до задачi 1.3.7б. Використайте метод Лагранжа (1.7–1.8),
зробивши замiну змiнних: w = y, z = x − π/2, f(z) = −z ctg z/(z + π/2)2.
Функцiя f(z) є аналiтичною функцiєю, якщо доповнити її означення при
z = 0 граничною умовою f(z = 0) = −4/π2.
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1.4. Асимптотичне обчислення сум

У цьому пiдроздiлi представленi методи асимптотичного обчислення сум,
якi мають велику кiлькiсть доданкiв, n� 1, наступного вигляду:

n∑
k=1

f(k). (1.9)

При цьому спосiб обчислення залежить вiд того, збiгається чи розбiгається
вiдповiдний ряд чи iнтеграл:

∞∫
1

f(x)dx. (1.10)

Будемо вважати, що iнтеграли, якi виникають при розрахунках в цьому пiд-
роздiлi, можуть бути взятi аналiтично. Випадки, коли iнтеграли потрiбно
обчислювати наближено, розглядаються у роздiлi 3.

Перейдемо до випадку, коли iнтеграл (1.10) розбiжний, а функцiя f(x) —
достатньо диференцiйована, знакопостiйна та монотонна (такими ж вважаю-
ться i тi її похiднi, якi входять в асимптотичнi розрахунки). Тодi суму (1.9)
зручно представити у наступному виглядi:

n∑
k=1

f(k) =

n+1∫
1

f(x)dx+Rn, Rn = −
n∑
k=1

k+1∫
k

[f(x)− f(k)]dx. (1.11)

У випадку, коли |Rn| � |
∫ n+1

1 f(x)dx|, перший доданок являє собою голов-
не наближення, а Rn — залишковий член, тобто рiвнiсть (1.11) становить
практичний iнтерес. Оскiльки пiдiнтегральний вираз у Rn може бути пред-
ставлений як |f(x)−f(k)| = |f ′(ξ)|(x−k), де k 6 ξ 6 x 6 k+1, див. формулу
Тейлора (1.1), ми можемо оцiнити значення Rn:

Rn = O
(∫ n+1

1

|f ′(x)|dx
)
.

Якщо сума у Rn така, що вiдповiдний ряд чи iнтеграл також розбiжний,
то, розкладаючи пiдiнтегральний вираз у Rn до наступного наближення за
формулою Тейлора (1.1),

[f(x)− f(k)] = (x− k)f ′(k) +
(x− k)2

2
f ′′(ξ),
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ми можемо знову перейти вiд суми до iнтеграла, як зроблено у (1.11),

Rn =
1

2

n∑
k=1

f ′(k) + R̃n =
1

2

n+1∫
1

f ′(x)dx+ R̄n,

та отримати наступне наближення:

Rn =
[
f(1)− f(n+ 1)

]
/2 + R̄n R̄n = O

( ∫ n+1

1

|f ′′(x)|dx
)
. (1.12)

Зауваження: Наведенi асимптотики (1.11) та (1.12) є окремими випадка-
ми загальної формули пiдсумовування Ейлера–Маклорена (див. [1]).

Тепер розглянемо випадок, коли iнтеграл (1.10) збiжний. У цьому випадку
в головному наближеннi його значення дорiвнює сумi ряду S, тобто при n =
∞,

n∑
k=1

f(k) = S +Rn, S =
∞∑
k=1

f(k), Rn =
∞∑

k=n+1

f(k), (1.13)

а залишковий член Rn — це «хвiст» цього ряду, який є малим у порiвняннi з
одиницею, тобто з сумою S. Подальше асимптотичне обчисленняRn базується
на розкладаннi функцiї f(k) за умови, що k > n� 1. Якщо ж потрiбно лише
оцiнити Rn, то можна замiнити суму на iнтеграл,

Rn = O

(∫ ∞
n+1

f(x)dx

)
.

Зауваження: Cума S не залежить вiд n i є числом, яке повинно бути
розраховано точно, а не асимптотично.

Розглянемо також важливий випадок знакозмiнних сум,
∑

m(−1)mg(m),
де функцiя g(x) — достатньо диференцiйована, невiд’ємна та монотонна. Пер-
шим етапом обчислення такої суми є зведення до знакопостiйної суми:

2n−1∑
m=0

(−1)mg(m) =
n−1∑
k=0

f(k), f(k) = g(2k)− g(2k + 1). (1.14)

Оскiльки g(x) — монотонна функцiя, то f(k) — невiд’ємна чи недодатна фун-
кцiя, i для неї правильнi пiдходи, ранiше наведенi у цьому пiдроздiлi. Зокрема
якщо iнтеграл

∫∞
0 f(x)dx розбiжний, то ми можемо використати вираз (1.11)

та, розкладаючи g(2x) − g(2x + 1) = −g′(2x) + g′′(ξ)/2 при 2x 6 ξ 6 2x + 1
за формулою Тейлора (1.1), отримати

2n−1∑
m=0

(−1)mg(m) =
g(2n)− g(0)

2
+Rn, Rn = O

(∫ 2n

0

|g′′(x)|dx
)
.
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Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 1.4
1.4.1. Обчислити два першi наближення сум при n� 1:

(а)
n∑
k=1

1√
k

; (б)
n∑
k=1

ln k

k
; (в)

n∑
k=1

2k ln k; (г)
∞∑
k=0

(−1)k

ln(n+ k)
.

Розв’язок задачi 1.4.1а. Оскiльки вiдповiдний iнтеграл є розбiжним,
то перейдемо вiд суми до iнтеграла вiдповiдно до рiвностi (1.11):

n∑
k=1

1√
k

=

n+1∫
1

dx√
x

+Rn = 2
√
n+ 1− 2 +Rn, Rn =

n∑
k=1

( 1√
k
−

k+1∫
k

dx√
x

)
,

де Rn є частиною збiжного ряду i може бути оцiнено згiдно з рiвнiстю (1.13):

Rn = S +O(n−1/2), де S =
∞∑
k=1

1 + 2k − 2
√
k2 + k√

k
≈ 0.5396.

Видiляючи в явному виглядi головне та наступнi наближення, можемо оста-
точно записати результат:

n∑
k=1

1√
k

= 2
√
n+ 1 + (S − 2) +O(n−1/2).

Розв’язок задачi 1.4.1б. Дiючи аналогiчно 1.4.1а, перейдемо вiд суми
до iнтеграла, а потiм оцiнемо Rn згiдно з рiвнiстю (1.13):

n∑
k=1

ln k

k
=

ln2(n+ 1)

2
+S+Rn, S =

∞∑
k=1

( ln k

k
+

ln2 k − ln2(1 + k)

2

)
≈ −0.0728.

Оскiльки з фiзичної точки зору lnn вважається числом порядку 1, то об-
числимо ще одне наближення. Для цього в «хвостi» ряду в Rn розкладемо
функцiю вiдносно великого k та замiнимо суму на iнтеграл:

Rn =
∞∑

k=n+1

( ln k

k
+

ln2 k − ln2(1 + k)

2

)
=

∞∫
n+1

lnx− 1

2x2
dx+ R̃n =

ln(n+ 1)

2(n+ 1)
+ R̃n.

Видiляючи в явному виглядi головне та наступнi наближення, можемо оста-
точно записати результат:

n∑
k=1

ln k

k
=

ln2(n+ 1)

2
+ S +

ln(n+ 1)

2(n+ 1)
+O

( lnn

n2

)
.
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Розв’язок задачi 1.4.1в. Очевидно, що вiдповiдний ряд є розбiжним.
Але, на жаль, використовувати (1.11) не є ефективно, тому що Rn виявля-
ється порiвняним зi значенням самої суми. Зазначимо, що, оскiльки кожен
доданок суми бiльше нiж у два рази перевищує попереднiй доданок, основне
значення ряду набирається за рахунок декiлькох найбiльших доданкiв з но-
мерами k = n − l, де l � n. Тому ми можемо розкласти кожний доданок у
цьому припущеннi:

n∑
k=1

2k ln k = 2n
n−1∑
l=0

2−l ln(n− l) = 2n
n−1∑
l=0

2−l
(

lnn+
∞∑
k=1

(−1)k
lk

knk

)
.

Зауважимо, що останнiй вираз є точним, оскiльки функцiя ln(1−x) є аналiти-
чною для |x| < 1. Кожен ряд вигляду Sk =

∑∞
l=0 2−llk може бути обчислений

аналiтично, наприклад, S0 = 2, S1 = 2, S2 = 6, . . ., а «хвiст» такого ряду (вiд
n до ∞) може бути оцiнений як O(2−nnk). Тодi остаточно маємо:

n∑
k=1

2k ln k = 2n
(

lnn+
∞∑
k=1

(−1)k
Sk
knk

)
+O(1) = 2n

[
2 lnn− 1

n
+O(1/n2)

]
.

Розв’язок задачi 1.4.1г. Оскiльки представлений ряд є знакозмiнним,
то згрупуємо доданки у пари i розкладемо кожен член нового ряду за великим
параметром (n+ 2m):

∞∑
k=0

(−1)k

ln(n+ k)
=

∞∑
m=0

[ 1

ln(n+ 2m)
− 1

ln(n+ 2m+ 1)

]
=

=
∞∑
m=0

1

(n+ 2m) ln2(n+ 2m)
−

∞∑
m=0

2 + ln(n+ 2m)

2(n+ 2m)2 ln3(n+ 2m)
+R.

В отриманих рядах перейдемо вiд сум до iнтегралiв, беручи до уваги, що
у другому достатньо залишити тiльки головне наближення, а у першому рядi
потрiбно зберегти головне i наступне наближення:

∞∑
k=0

(−1)k

ln(n+ k)
=

∞∫
n

dx

2x ln2 x
+
∞∑
m=0

[ 1

(n+ 2m) ln2(n+ 2m)
−

n+2m+2∫
n+2m

dx

2x ln2 x

]
−

−
∞∫
n

(
2 + ln x

)
dx

4x2 ln3 x
+ R̃.

Обчислюючи iнтеграли аналiтично, розкладаючи кожен член ряду за вели-
ким параметром (n+2m) та залишаючи його головне наближення, остаточно
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маємо:
∞∑
k=0

(−1)k

ln(n+ k)
=

1

2 lnn
+

∞∫
n

(
2 + ln x

)
dx

2x2 ln3 x
− 1

4n ln2 n
+ R̄ =

1

2 lnn
+

1

4n ln2 n
+ R̄.

Зауважимо, що залишковий член може бути оцiнений як R̄ = O
(
n−2 ln−3 n

)
.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 1.4
1.4.2. Обчислити два першi наближення сум при n� 1:

(а)
n∑
k=1

3
√
k; (б)

n∑
k=1

ln k

k2
; (в)

2n∑
k=1

(−1)k ln k

k
; (г)

2n∑
k=1

(−2)k ln k.

Вказiвка до задачi 1.4.2г. Згрупуйте члени ряду в пари з парними i
непарними номерами, а потiм дiйте аналогiчно 1.4.1в.

1.4.3. Показати, що асимптотику 1.12 можна уточнити:

R̄n =
f ′(0)− f ′(2n)

4
+ ¯̄Rn, | ¯̄Rn| = O

( n+1∫
1

|f ′′′(x)|dx
)
, n→∞.

1.4.4. (!) Показати, що
∞∑
n=1

ln
(
1− e−nε

)
= −π

2

6ε
− 1

2
ln

ε

2π
+

ε

24
+ o(ε3), при 0 < ε� 1.

Вказiвка до задачi 1.4.4. Перейдiть вiд суми до iнтеграла:

1

ε

∫ ∞
ε

ln
(
1− e−y

)
dy +

∫ 1

0

∞∑
n=1

ln
1− e−nε

1− e−(n+z)ε
dz.

Перший iнтеграл у головному значеннi дорiвнює −π2/6ε. Поправки знайдiть,
розкладаючи пiдiнтегральний вираз. Другий доданок розкладайте по мало-
стi zε. Отриманi ряди можуть бути знову розрахованi переходом до iнтеграла.

1.5. Геометричнi та графiчнi наближення
Наближенi обчислення стають у нагодi навiть у тому випадку, коли мо-

жливо отримати повнiстю аналiтичну вiдповiдь, але вона є достатньо скла-
дною. Наприклад, при побудовi графiкiв складних функцiй асимптотики по-
близу особливих точок та на нескiнченностi дозволяють без складних обчи-
слень аналiзувати їх поведiнку. З iншого боку, у низцi проблем теоретичної
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фiзики асимптотичне розкладання дозволяє проявити фiзичну сутнiсть про-
цесу або ж суттєво спростити розрахунки.

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 1.5
1.5.1. Побудувати схематично графiки функцiй, використовуючи їх асим-

птотичну поведiнку поблизу особливих точок:

(а) y = (ex
2 − 1)−1; (б) y =

√
|x|+ x2.

Розв’язок задачi 1.5.1. Розглянемо, як поводить себе функцiя у рiзно-
манiтних граничних ситуацiях:
(а) y(x→ +∞) ≈ e−x, y(x→ −∞) ≈ −1− ex, y(x→ 0) ≈ 1/x− 1/2;
(б) y(x→ ±∞) ≈ ±x+ 1/2, y(x→ 0) ≈

√
|x|.

Зобразимо на координатнiй площинi асимптотики штриховими лiнiями, а по-
тiм суцiльною лiнiєю покажемо саму функцiю.

-3 -2 -1 1 2 3
x

-3

-2

-1

1

2

y

-2 -1 0 1 2
x

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

y

Рис. 1.1: Графiки до задачi 1.5.1

1.5.2. Обчислити у головному i наступному наближеннях рiзницю дов-
жин ходу променiв вiд двох точкових джерел свiтла A1 та A2 у точку екрана,
яку видно iз середини вiдрiзка A1A2 пiд кутом α до нормалi до екрана. Дже-
рела розташованi на однаковiй вiдстанi S вiд екрана, вiдстань мiж джерелами
дорiвнює d� S.

Розв’язок задачi 1.5.2. Точка, що розглядається, розташована на екра-
нi на вiдстанi x = S tgα вiд проекцiї на нього середини мiж джерелами.
Вiдстань вiд джерел до цiєї точки визначається з геометричних мiркувань:
l1,2 =

√
S2 + (x± d/2)2. Вважаючи d� S, можна розкласти

∆l = l1 − l2 = d sinα
(

1− d2

8S2
cos4 α

)
+O

(
d5

S5

)
.
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Зауважимо, що головне значення рiзницi ∆l = d sinα вiдоме ще зi шкiльної
фiзики та описує iнтерференцiйну картину на екранi.

S l2l1

α

A1 A2

dx dx

dSx
a0 ax x

z

Рис. 1.2: Схеми до розв’язкiв задач 1.5.2 (лiва панель) та 1.5.3
(права панель)

1.5.3. Сила взаємодiї5 двох розташованих паралельно пластин площi S
дорiвнює F (a) = Sφ0/a

4, де a� S1/2 — вiдстань мiж ними, а φ0 не залежить
вiд a та S. Обчислити у головному наближеннi силу взаємодiї двох куль,
розташованих на вiдстанi a0 одна вiд одної, за умови, що ця вiдстань мала
порiвняно iз радiусом куль, a0 � R.

Розв’язок задачi 1.5.3. Силу взаємодiї куль можна представити у ви-
глядi iнтеграла сили взаємодiї пластин, вважаючи, що невеликi дiлянки куль,
якi знаходяться навпроти одна одної, притягуються як дiлянки пластин. Вве-
демо координати: вiсь z направлена через центри куль, площина xOy — пло-
щина симетрiї системи. Роздiлимо поверхню куль на круговi смужки площею

dSx = 2πxR
[

arcsin
x+ dx

R
− arcsin

x

R

]
≈ 2πxRdx√

R2 − x2
.

Вiдстань мiж цими дiлянками дорiвнює:

ax = a0 + 2R− 2
√
R2 − x2.

Таким чином, сила взаємодiї мiж кулями дорiвнює:

Fкулi =

∫
F (ax)

S
dS ≈

R∫
0

F
(
a0 + 2R− 2

√
R2 − x2

) 2πxRdx

S
√
R2 − x2

.

5Прикладом такої сили може слугувати сила Казимира, що виникає мiж незарядженими iдеальними
металевими пластинами пiд дiєю квантових флуктуацiй у вакуумi. Для такої сили φ0 = ~cπ2/240.
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Врахуємо, що основне значення iнтеграл набирає поблизу найбiльш близьких
точок куль, тобто коли x� R. Тодi розкладемо пiдiнтегральний вираз:

Fкулi ≈
πR

S

R∫
0

F
(
a0 +

x2

R

)
d
(
a0 +

x2

R

)
≈ πR

S

∞∫
a0

F (a)da =
πRφ0

3a3
0

.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 1.5
1.5.4. Побудувати схематично графiки функцiй, використовуючи асим-

птотичну поведiнку функцiй:

(а) y = ln(e−x
2

+ 1); (б) y =
x2

chx− 1
; (в) y =

√
|x|3/2 + e−x2.

1.5.5. Спостерiгач, розташований на висотi h, бачить на горизонтi супу-
тник. Оцiнити у головному наближеннi вiдстань вiд нього до спостерiгача,
якщо супутник знаходиться на висотi H над поверхнею Землi радiусом R,
причому h� H � R. Яку умову необхiдно накласти на висоту спостерiгача
h, щоб вiдповiдь у наступному наближеннi не залежала вiд цiєї висоти?

1.5.6. Двi хмари у виглядi куль радiусом R перетинаються таким чином,
що вiдстань мiж їх центрами дорiвнює a � R. Одна хмара має рiвномiрну
густину позитивного заряду ρ, iнша — негативного заряду −ρ. Обчислити
товщину областi простору з ненульовим зарядом та потенцiал електромагнi-
тного поля у всьому просторi.

1.5.7. Знайти у головному i наступному наближеннях довжини пiвосей
елiпсоїда x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx = 1 + εxy при ε� 1.

1.6. Приклади iндивiдуальних завдань до роз-
дiлу 1

Кожен з наведених нижче варiантiв мiстить 9 завдань за матерiалами
роздiлу 1. Усi завдання потребують докладного розв’язання, яке мiстить не-
обхiднi розрахунки. Результатом завдань 1, 3 та 7 є числовi значення, тому
при їх розв’язаннi передбачається, що можна використовувати лише «про-
стий» калькулятор, який може виконувати лише операцiї +, −, ×, /, та крiм
цiлих та десяткових чисел, можна використовувати лише точнi значення e i
π. Окрiм того, в усiх завданнях необхiдно оцiнити похибку обчислень, або
у виглядi O вiд малого/великого параметра у вiдповiдному ступеню, або у
виглядi вiдносної похибки, яка для числових значень не повинна перевищу-
вати 5%.
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Варiант 1
1. Обчислити значення виразу sin

√
10.

2. Розкласти вираз (1+x)1/x при x→ +∞ у головному та двох наступних
наближеннях.

3. Знайти всi коренi рiвняння sin y =
2

y
.

4. Асимптотично за µ� 1 у нульовому, першому i другому наближеннях
визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

1− y arctg µx =
1

x
tg
y

µ
, при 1 < x < 2.

5. Наближено за χ � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiв-
нянням exp(χxy2) = (1− χ)

(
2− 2y + y2

)
, при x > 1.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
sin2 x

x
поблизу точки

x = 0 у головному та двох наступних наближеннях.
7. Наближено обчислити значення суми

9− 16√
2

+
25√

5
− . . .− 144√

82
+

169√
101

.

8. Розкласти за малим параметром 0 < a� 1 у головному та наступному

наближеннях значення ряду
∞∑
m=1

(
sinm−2

)a+ 1
2 .

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =

√
4x2 + 1−

√
x2 + 1

x+ (e2x − 1)/2
,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 2
1. Обчислити значення виразу ln

(
1 + e2

)
.

2. Розкласти вираз (1− y)1/y при y → +0 у головному та двох наступних
наближеннях.

3. Знайти всi коренi рiвняння cos z = e−z.
4. Асимптотично за α� 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

αy2 = logx(αy + 1), при 2 < x < 5.

5. Наближено за τ � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiвня-
нням 1 + y = exp(y − τx2), при −2 < x < 3.



26 Роздiл 1. Найпростiшi наближенi обчислення

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) = cos x− ex поблизу точки
x = 0 у головному та двох наступних наближеннях.

7. Наближено обчислити значення суми

2 ln 2 +
√

5 ln 3 +
√

6 ln 4 +
√

7 ln 5 + . . .+ 9 ln 79 +
√

82 ln 80.

8. Розкласти за малим параметром 0 < b − 1 � 1 у головному та насту-

пному наближеннях значення ряду
∞∑
m=2

(−1)m

m lnbm
.

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =

√
x2 + 4− 2√

x2 + x+ 4− x
,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 3
1. Обчислити значення виразу arctg 81.

2. Розкласти вираз
(2

π
arctg t

)t
при t → +∞ у головному та двох насту-

пних наближеннях.
3. Знайти всi коренi рiвняння tg x = e−x

2

.
4. Асимптотично за β � 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

xβy
2 − 1 = βy, при 1 < x < 5.

5. Наближено за ζ � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiвня-
нням x ln

(
1 + ζ + (y − 1)2

)
= ζy2, при 1 < x < 2.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
2x2

ln(1− x)
поблизу точки

x = 0 у головному та двох наступних наближеннях.
7. Наближено обчислити значення суми

arcsin
1

2
+ 23 arcsin

1

4
+ . . .+ 73 arcsin

1

14
.

8. Розкласти за малим параметром 0 < c − 1 � 1 у головному та насту-

пному наближеннях значення ряду
∞∑
p=0

(−1)1−p

(1 + p)c
.

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =

√
4x2 + 1− 1√

4x2 + x+ 1− 2x
,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.
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Варiант 4
1. Обчислити значення виразу ee−1.
2. Розкласти вираз (sinx)x при x → +0 у головному та двох наступних

наближеннях.
3. Знайти всi коренi рiвняння cos y = 2e−y

2

.
4. Асимптотично за τ � 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

sin(τy) =
y

x
− x sin

y

x2
, при 0 < x < 3.

5. Наближено за χ � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiв-
нянням (x+ 1)(y + 1)2 = χ ln

(
1 + χ−1 + y2

)
, при 0 < x < 1.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) = cos x− ex поблизу точки
x = 1 у головному та двох наступних наближеннях.

7. Наближено обчислити значення суми

22 arctg 1− 32 arctg
1

2
+ 42 arctg

1

3
− . . .+ 142 arctg

1

13
− 152 arctg

1

14
.

8. Розкласти за малим параметром 0 < a� 1 у головному та наступному

наближеннях значення ряду
∞∑
k=1

ln k

k1+a2
.

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =
1− e−x2

x+ 1−
√
x2 + 1

,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 5
1. Обчислити значення виразу ctg 3.
2. Розкласти вираз

(
1−e−y

)y при y → +∞ у головному та двох наступних
наближеннях.

3. Знайти всi коренi рiвняння ctg z = ez.
4. Асимптотично за µ� 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

x+ tg
y

µx
= y arctg µx, при 1 < x < 2.

5. Наближено за ρ� 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiвня-
нням 2x arcsin

[
exp(ρy)− 1

]
= y2 + ρ2x2, при 0 < x < 1, −1 < y < 1.
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6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
x2

sinx
поблизу точки x = π

у головному та двох наступних наближеннях.
7. Наближено обчислити значення суми

4 sin 1 +
1

2
sin

1

2
+

22/3

9
sin

1

3
+ . . .+

22/17

289
sin

1

17
.

8. Розкласти за малим параметром 0 < b − 1 � 1 у головному та насту-

пному наближеннях значення ряду
∞∑
p=1

(−1)p
2(

1− cos p−1/2
)b.

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =
1− e−(x−1)2

x−
√
x2 − 2x+ 2

,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 6

1. Обчислити значення виразу ln
(
1 + 3e

)
.

2. Розкласти вираз z(z−1)−1 при z → 1 у головному та двох наступних
наближеннях.

3. Знайти всi коренi рiвняння tg t = et
2

.
4. Асимптотично за γ � 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

exp(−γxy2) = 1 + γy, при 0 < x < 5.

5. Наближено за µ� 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiвня-

нням
1

y
+ ln(y) = 1 + µx, при 0 < x < 1.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
x

1− cos2 x
поблизу точки

x = 0 у головному та двох наступних наближеннях.
7. Наближено обчислити значення суми

2
√

3

4
− 3
√

4

5
+

4
√

5

6
− . . .− 29

√
30

31
+

30
√

31

32
.

8. Розкласти за малим параметром 0 < r − 1 � 1 у головному та насту-

пному наближеннях значення ряду
∞∑
i=2

ln i

ir
.
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9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =
x2

√
1 + x3 + x4 − e−x2

,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 7

1. Обчислити значення виразу arccos
12

13
.

2. Розкласти вираз t(t−1)−1 при t → +∞ у головному та двох наступних
наближеннях.

3. Знайти всi коренi рiвняння tg x = ex.
4. Асимптотично за ζ � 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

arctg ζx =
1

y
ctg

1

ζxy
, при 1 < x < 2.

5. Наближено за β � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiв-
нянням 2βxy = ln

[
1 + sin(y2 + β2x2)

]
, при 0 < x < 1, −1 < y < 1.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) = x arctanx поблизу точки
x = +∞ у головному та двох наступних наближеннях.

7. Наближено обчислити значення суми

√
2 sin

1

2
+
√

5 sin
1

3
+ . . .+

√
290 sin

1

17
.

8. Розкласти за малим параметром q � 1 у головному та наступному

наближеннях значення ряду
∞∑
k=1

cos
[πk

2
+

1

ln(k + q)

]
.

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =
3
√
x2 + 1−

√
x2 + 9

x+ e−x2 − 1
,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 8

1. Обчислити значення виразу ctg
3

2
.

2. Розкласти вираз
(
1− e−x

)
при x→ +0 у головному та двох наступних

наближеннях.
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3. Знайти всi коренi рiвняння ctg y = ey
2

.
4. Асимптотично за κ � 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

xy = arcsin
(
xy − sin(κx2y)

)
, при 0 < x < 3.

5. Наближено за ρ� 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiвня-
нням y = ρx2 + ln(1 + y), при −1 < x < 2.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
ln(1 + x)

x2
поблизу точки

x = 0 у головному та двох наступних наближеннях.
7. Наближено обчислити значення суми

arcsin
1

2
+ 22 arcsin

1

3
+ 32 arcsin

1

4
+ . . .+ 132 arcsin

1

14
.

8. Розкласти за малим параметром 0 < q − 2 � 1 у головному та насту-

пному наближеннях значення ряду
∞∑

l=−∞

(−1)l(
1 + |l|

)q−1 .

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =
x3

√
9 + x2 + x4 − 3e−x2

,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 9

1. Обчислити значення виразу cos 22.
2. Розкласти вираз (tg x)x при x → 0 у головному та двох наступних

наближеннях.
3. Знайти всi коренi рiвняння ctg z = e−z

2

.
4. Асимптотично за τ � 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням

sin y + sin(τxy) = y, при 0 < x < 3.

5. Наближено за θ � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiвня-

нням θ ln
ey

1 + y
= x, при 0 < x < 2.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
1− cos 2x

x
поблизу точки

x = 0 у головному та двох наступних наближеннях.
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7. Наближено обчислити значення суми

2
√

2

5
− 3
√

3

6
+

4
√

4

7
− . . .− 29

√
29

32
+

30
√

30

33
.

8. Розкласти за малим параметром 0 < q � 1 у головному та наступному

наближеннях значення ряду
∞∑

r=−∞

ln(1 + |r|)(
|r|+ 2

)q+1 .

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =

√
x2 + 1− 1√

x2 + x/2 + 1− x
,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.

Варiант 10
1. Обчислити значення виразу tg 3.
2. Розкласти вираз

(
1+y−1

)y при y → +∞ у головному та двох наступних
наближеннях.

3. Знайти всi коренi рiвняння cos t = t−2.
4. Асимптотично за κ� 1 у нульовому, першому i другому наближеннях

визначити явний вигляд ненульової функцiї y(x), заданої рiвнянням
κy√
x

= exp(−κy2)− 1, при 1 < x < 2.

5. Наближено за ω � 1 знайти двi рiзнi гiлки функцiї y(x), заданої рiв-
нянням (x+ 1)(y + 1)2 = ω ln

(
1 + ω−1 + y2

)
, при 0 < x < 1.

6. Побудувати обернену функцiю x(y) до y(x) =
(x− π)2

sinx
поблизу точки

x = π у головному та двох наступних наближеннях.
7. Наближено обчислити значення суми

1

2
ln 2 +

2

3
ln 3 + . . .+

20

21
ln 21.

8. Розкласти за малим параметром 0 < −1− p� 1 у головному та насту-

пному наближеннях значення ряду
∞∑
j=2

lnp j

j
.

9. Побудувати схематично у всiй областi визначення графiк функцiї

y(x) =
1− e−x2

x+ 2−
√
x2 + 4

,

використовуючи її асимптотичну поведiнку.



Роздiл 2

Наближене розв’язання
диференцiальних рiвнянь

2.1. Регулярнi диференцiальнi рiвняння
Нехай f(t, x, ε) та X(ε) є достатньо диференцiйовними функцiями своїх

аргументiв, x0(t) — розв’язок рiвняння ẋ0(t) = f
(
t, x0(t), 0

)
з початковою

умовою x(t0, 0) = X(0). Тодi розв’язок рiвняння

ẋ(t) = f
(
t, x(t), ε

)
, x(t0, ε) = X(ε) (2.1)

може бути представлений у виглядi

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . .+ εnxn(t) +O(εn+1), ε→ 0, (2.2)

де функцiї xk(t), k = 1, . . . , n задовольняють рiвнянням

ẋk(t) = f ′x
(
t, x0(t), 0

)
xk(t) + fk(t) (2.3)

з початковою умовою xk(t0) = (k!)−1∂kεX(0). Тут f ′x — похiдна f по x, fk(t)
— функцiї, що виражаються певним чином через функцiї xj(t), j < k.

В якостi прикладу знайдемо явний вираз для f1(t). Для цього пiдставимо
розв’язок (2.2) у диференцiальне рiвняння (2.1) та розкладемо за формулою
Тейлора (1.1) до членiв порядку ε:

ẋ0(t) + εẋ1(t) +O(ε2) = f
(
t, x0(t) + εx1(t) +O(ε2), ε

)
=

= f
(
t, x0(t), 0) + ε

[
f ′x
(
t, x0(t), 0

)
x1(t) + f ′ε

(
t, x0(t), 0

)]
+O(ε2).

Прирiвнюючи члени при однакових степенях ε та порiвнюючи з рiвнян-
ням (2.3), приходимо до висновку, що f1(t) = f ′ε

(
t, x0(t), 0

)
.

Зауважимо також, що роль малого (чи великого) параметра у диферен-
цiальному рiвняннi може вiдiгравати сама змiнна. В цьому випадку дифе-
ренцiальне рiвняння може бути спрощене шляхом нехтування доданками, що
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виявляються малими вiдносно iнших, можливо лише гiпотетично. У цьому
пiдходi важливо перевiрити, чи отриманий розв’язок вiдповiдає гiпотезi, яка
була застосована для спрощення вихiдного рiвняння.

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 2.1
2.1.1. Знайти точний i асимптотичний (у головному i двох насту-

пних наближеннях) по ε � 1 розв’язок диференцiального рiвняння
ẋ(t) = x(t) cos(εt) + sin(2εt) з початковою умовою x(0) = eε. Порiвняти цi
розв’язки, розкладаючи точний розв’язок по ε� 1.

Розв’язок задачi 2.1.1. Точний розв’язок рiвняння може бу-
ти знайдений, наприклад, методом варiацiї сталої. Для цього спо-
чатку знайдемо розв’язок однорiдного рiвняння, вiдкидаючи sin(2εt):
x(t) = C(t) exp[ε−1 sin(εt)]. Далi складемо для C(t) рiвняння: Ċ(t) =
sin(2εt) exp[−ε−1 sin(εt)]. Iнтегруючи це рiвняння та знаходячи константу iн-
тегрування з початкової умови, отримуємо точний розв’язок, який розклада-
ємо у головному i двох наступних наближеннях, щоб у подальшому порiвняти
з асимптотичним розв’язком:

x(t) = (eε + 2ε)e
sin εt
ε − 2(ε+ sin εt) ≈ et + (3et − 2− 2t)ε+

3− t3

6
etε2.

Знайдемо тепер асимптотичний розв’язок у нульовому наближеннi. Для
цього покладемо ε = 0 i отримаємо рiвняння ẋ0(t) = x0(t) з початковою
умовою x0(0) = 1. Його розв’язком є x0(t) = et. Для визначення наступного
наближення представимо x(t) = x0(t)+εx1(t), де x(t) — поправка, як вказано
у (2.2). Пiдставляємо у вихiдне рiвняння, розкладаємо до членiв порядку ε
та отримуємо рiвняння для x1(t), яке вiдповiдає (2.3):

ẋ1(t) = x1(t) + 2t, x1(0) = 1.

Розв’язуючи це рiвняння, знаходимо x1(t) = (3et − 2− 2t).
Далi знаходимо наступне наближення: x(t) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t). Збе-

рiгаючи доданки порядку ε2, отримуємо рiвняння для x2(t):

ẋ2(t) = x2(t)− t2et/2, x2(0) = 1/2,

розв’язком якого є x2(t) = (3− t3)et/6. Отриманi наближення узгоджуються
з розкладанням точного розв’язку.

2.1.2. У головному i наступному наближеннях по µ � 1 асимптотично
розв’язати систему диференцiальних рiвнянь{

ẋ(t) = 2 arctg
[
µx(t)

]
− y(t), x(1) = π,

µẏ(t) = exp
[
x(t) + y(t)

]
, y(1) = 0.
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Розв’язок задачi 2.1.2. Оскiльки µ� 1, то зручно ввести малий пара-
метр ε = µ−1 � 1. У головному наближеннi, при ε→ 0, система має вигляд:

ẋ0(t) = π, x0(1) = π, ẏ0(t) = 0, y0(1) = 0.

Отже, її розв’язком є: x0(t) = πt та y0(t) = 0.

У наступному наближеннi представляємо невiдомi функцiї у виглядi (2.3):
x(t) = x0(t) + εx1(t) та y(t) = y0(t) + εy1(t) i розкладаємо дану систему за
формулою Тейлора (1.1):

ẋ1(t) = −2/(πt)− y1(t), ẏ1(t) = eπt, x1(1) = y1(1) = 0.

Розв’язуючи цю систему, остаточно отримуємо:

x(t) ≈ πt− (2π ln t+ eπt)/(µπ2), y(t) ≈ eπt/(µπ).

2.1.3. Радiальна частина хвильової функцiї ψ(r) квантової частинки, що
рухається з заданим моментом iмпульсу у центральному кулонiвському полi
U(r, θ, ϕ) = U(r) = −a/r, описується рiвнянням

1

r2

d

dr

(
r2 dψ

dr

)
+
[
E − U(r)− l(l + 1)

r2

]
ψ(r) = 0,

де E — енергiя частинки, l — цiле число, що характеризує значення моменту
iмпульсу. Дослiдити асимптотичну поведiнку функцiї ψ(r) для малих i вели-
ких значень змiнної r, вважаючи, що E < 0 та функцiя ψ(r) — обмежена.

Розв’язок задачi 2.1.3. Розглянемо випадок r → 0. За такої умови
можна вiдкинути E i U(r) у порiвняннi з l(l+ 1)/r2 у квадратних дужках. В
результатi отримуємо рiвняння:

r2ψ′′(r) + 2rψ′(r)− l(l + 1)ψ(r) = 0.

Розв’язок цього рiвняння (рiвняння Кошi–Ейлера) має вигляд ψ(r) = rk.
Пiдставляючи його у рiвняння, приходимо до квадратного рiвняння k2− k+
2k− l(l+ 1) = 0. Його розв’язки k1 = l та k2 = −(l+ 1). Другий розв’язок не
має фiзичного змiсту, оскiльки необмежено зростає при r → 0. У результатi
маємо ψ(r) = C1r

l.

Для другого граничного випадку r → ∞, ми можемо вiдкинути U(r) та
l(l+ 1)/r2 у квадратних дужках у порiвняннi з E, а також ψ′(r), яке виникає
при розкриттi похiдної у першому членi рiвняння (гiпотеза!). В результатi
маємо: ψ′′+Eψ = 0. Розв’язком цього рiвняння (фiзично реалiстичним, тобто
обмеженим при r →∞) є ψ(r) = C2e

−r
√
|E|.
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Зауваження: Цiкаво, що асимптотична поведiнка ψ(r), знайдена вище, не
залежить вiд величини потенцiалу U(r). Насправдi це не зовсiм так. Якщо
представити ψ(r) у наступному виглядi, який поєднує двi знайденi асимпто-
тики, ψ(r) = Cf(r)rle−r

√
|E|, то можна показати, що функцiя f(r) повинна

вести себе як полiном, коефiцiєнти якого залежать вiд U(r). Але цей розра-
хунок виходить за межi асимптотичних методiв, якi ми розглядаємо в цьому
пiдроздiлi.

2.1.4. Побудувати у головному i наступному наближеннях асимптотичний
розв’язок рiвняння y′(x) + y3(x) = x3 при x� 1.

Розв’язок задачi 2.1.4. Права частина рiвняння x3 � 1. Отже, лi-
ва частина рiвняння теж повинна бути великою. При цьому можна шукати
розв’язок, припускаючи, що будь-яким з трьох членiв даного рiвняння можна
знехтувати. Складемо вiдповiдно три гiпотези:

1. Нехай |y3(x)| � |y′(x)|, тодi рiвняння спрощується до: y′(x) = x3. Його
розв’язком є y(x) = x4/4 + C. При цьому ми бачимо, що |y3(x)| � |y′(x)|,
значить, наше припущення хибне.

2. Знехтуємо тепер членом x3, тобто x3 � |y′(x)|. Тодi отримуємо рiвня-
ння y′(x) = −y3(x), розв’язком якого є y(x) = ±(2x−C)−1/2. Але при цьому
знову порушується наше припущення, оскiльки |y′(x)| � x3.

3. Розглянемо третю можливiсть, |y′(x)| � |y3(x)|. У цьому випадку рiв-
няння набуває вигляду y3(x) = x3, тобто перестає бути навiть диференцi-
альним. Його розв’язком є y(x) = x, i виявляється, що наше припущення
правильне, оскiльки |y′(x)| = 1 � |x3| = |y3(x)|, отже, у головному набли-
женнi це i є розв’язком даного диференцiального рiвняння: y0(x) = x.

Знайдемо наступне наближення. Для цього представимо y(x) = y0(x) +
y1(x) = x+ y1(x), де наступне наближення повинно бути меншим, нiж голов-
не, |y1(x)| � |x|. Пiдставляючи його в такому виглядi у рiвняння й зберiгаючи
тiльки доданки бiльше i порядку y1(x) та 1, отримуємо: y′1 + 3x2y1 = −1. Це
лiнiйне рiвняння може бути розв’язано у квадратурах точно, але ми знайде-
мо його асимптотичний розв’язок тим самим способом, використаним вище
для головного наближення. Наведемо тут тiльки правильну гiпотезу, iншi двi
призведуть до протирiч. Нехай |y′1(x)| � 1, тодi рiвняння спрощується, i ми
отримуємо: y1 = −1/(3x2).

Остаточно отримуємо: y(x) = x− 1/(3x2).

Зауваження: Показовим є те, що розв’язок диференцiального рiвняння
був знайдений без розв’язання безпосередньо диференцiального рiвняння, а
зведений до розв’язання алгебраїчних рiвнянь. Тим не менш, похiдна «спра-



36 Роздiл 2. Наближене розв’язання диференцiальних рiвнянь

цювала» при виведеннi рiвняння для y1(x): член −1, який увiйшов до резуль-
тату, з’явився саме з y′(x), оскiльки y′0(x) = 1.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 2.1
2.1.5. Вивести вираз для f2(t) у рiвняннi (2.3) (при k = 2).

2.1.6. Використовуючи результати теоретичного вступу до 2.1, записати
рiвняння для нульового та першого наближень при ε� 1 розв’язку рiвняння
y′′(x)+a(x, ε)y′(x)+b(x, ε)y(x) = c(x, ε), з початковими умовами y(x0) = u(ε),
y′(x0) = v(ε), де a(x, ε), b(x, ε), c(x, ε), u(ε) та v(ε) — достатньо диференцi-
йованi функцiї.

2.1.7. Знайти точнi розв’язки задач

(а) ẋ(t) = ex(t)+tε, x(0) = 0;

(б) x2y′′(x) + 2εxy′(x) + ε2y(x) = x, y(1) = y′(1) = 0,

а також їх асимптотичнi розв’язки при ε � 1 у головному i наступному на-
ближеннях. Порiвняти цi розв’язки, розкладаючи точний розв’язок за малим
параметром.

2.1.8. Визначити асимптотичний розв’язок задачi{
ẋ(t) = x(t)/(µ+ y(t)), x(0) = 1,
ÿ(t) = sin

[
x(t)y(t)

]
, y(0) = π, ẏ(0) = 0

у головному i наступному наближеннях при µ� 1.

2.1.9. Описати у головному i наступному наближеннях асимптотичну по-
ведiнку розв’язкiв задач при x� 1 та x� 1

(а) y′(x) + y2(x) = exp(x2), y(0) = 0; (б) y′(x) + y3(x) =
1

x
.

Вказiвка до задачi 2.1.9а. Початкова умова може бути використана
лише у граничному випадку x � 1. В цьому ж випадку можна розкласти
функцiю exp(x2) за формулою Тейлора (1.1).

2.2. Сингулярно збуренi диференцiальнi рiвня-
ння

Нехай задана система ДР з початковими умовами на вiдрiзку 0 6 t 6
T 6∞ у виглядi {

ẋ = f(t, x, y), x(0, ε) = x0,
εẏ = F (t, x, y), y(0, ε) = y0.

(2.4а)
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Асимптотичний розв’язок цiєї системи за малим параметром ε може бути зна-
йдений наступним чином1. Невiдомi функцiї можуть бути знайденi у виглядi
суми двох розв’язкiв, кожен з яких розкладається за малим параметром ε:[

x(t, ε)
y(t, ε)

]
=

[
x̄(t, ε) + ξ(τ, ε)
ȳ(t, ε) + η(τ, ε)

]
=

n∑
k=0

εk
[
x̄k(t) + ξk(τ)
ȳk(t) + ηk(τ)

]
+Rn(t, ε). (2.4б)

Функцiї x̄ та ȳ являють собою так званi регулярнi, а ξ та η — пограничнi
розв’язки, якi змiнюються на масштабi τ = t/ε та прямують до 0 при τ →∞.

У нульовому наближеннi розв’язок системи будемо шукати у вигля-
дi (2.4б):

x(t, ε) = x̄0(t) + ξ0(τ), y(t, ε) = ȳ0(t) + η0(τ). (2.5а)

Тодi ми можемо знайти регулярний розв’язок, розглядаючи систему (2.4а)
подалi вiд границi (t ∼ 1 та τ ∼ ε−1 � 1) та прирiвнюючи ε до 0. При
цьому можна вважати, що пограничний розв’язок дорiвнює нулю у головному
наближеннi: {

˙̄x0(t) = f
(
t, x̄0(t), ȳ0(t)

)
, x̄0(0) = x0,

F
(
t, x̄0(t), ȳ0(t)

)
= 0.

(2.5б)

В отриманiй системi залишилась лише одна з початкових умов, оскiльки дру-
ге рiвняння перестало бути диференцiальним. Система (2.5б) розв’язується
наступним чином. З другого рiвняння, яке є алгебраїчним, потрiбно виразити
ȳ0(t) через t та x̄0(t) та пiдставити у перше рiвняння. В результатi отримує-
мо диференцiальне рiвняння з початковою умовою лише для x̄0(t), яке треба
розв’язувати точно.

Для визначення пограничного розв’язку у головному наближеннi розгля-
даємо систему (2.4а) поблизу границi (t ∼ ε� 1 та τ ∼ 1). У цьому випадку
ми можемо покласти t = 0 у всiх регулярних функцiях, але зберегти зале-
жнiсть вiд τ у пограничних розв’язках ξ0 та η0:{

ξ0(τ) = 0,
η̇0(τ) = F

(
0, x0, ȳ0(0) + η0(τ)

)
, η0(0) = y0 − ȳ0(0).

(2.5в)

Тут, i далi у цiй темi, крапка над функцiєю, яка залежить вiд τ , позначає ди-
ференцiювання не по t, а по τ . Треба зауважити, що перше рiвняння виникло
завдяки тому, що доданок ε−1ξ̇0(τ), який виникає з ẋ0(t) = ˙̄x0(t) + ε−1ξ̇0(τ),
виявляється єдиним головним наближенням у першому рiвняннi, що при-
зводить до рiвняння ξ̇0(τ) = 0. Оскiльки ξ0(τ) повинно прямувати до 0 при
τ →∞, то й отримуємо саме перше рiвняння з системи (2.5в).

1Викладений алгоритм достовiрно призводить до правильної вiдповiдi при виконаннi певних умов,
сформульованих А. М. Тихоновим та А. Б. Васильєвою (див. монографiю [2]). У рамках цих умов при
ε→ 0 правильно, що ||Rzn(t, ε)|| = Ō

(
εn+1

)
i побудований розв’язок єдиний.



38 Роздiл 2. Наближене розв’язання диференцiальних рiвнянь

Для обчислення наступного наближення потрiбно представити розв’язок
у виглядi (2.4б):[

x(t, ε)
y(t, ε)

]
=

[
x̄0(t) + ξ0(τ)
ȳ0(t) + η0(τ)

]
+ ε

[
x̄1(t) + ξ1(τ)
ȳ1(t) + η1(τ)

]
. (2.6а)

Розглядаючи вихiдну систему (2.4а) подалi вiд границi (t ∼ 1 та τ ∼
ε−1 � 1) та поблизу границi (t ∼ ε � 1 та τ ∼ 1) i розкладаючи в кожному
випадку в головному i наступному наближеннi, отримуємо наступну систему
рiвнянь з початковими умовами:

˙̄x1(t) = f̄x(t)x̄1(t) + f̄y(t)ȳ1(t), x̄1(0) = −ξ1(0),
F̄x(t)x̄1(t) + F̄y(t)ȳ1(t) = ˙̄y0(t),
ξ1(τ) = −

∫∞
τ ∆f(τ ′)dτ ′,

η̇1(τ) = Fx(τ)ξ1(τ) + Fy(τ)η1(τ) +G(τ), η1(0) = −ȳ1(0),

(2.6б)

де ḡ(t) та g(τ) позначають g
(
t, x̄0(t), ȳ0(t)

)
та g

(
0, x0, ȳ0(0) + η0(τ)

)
, вiдпо-

вiдно, ∆g(τ) = g(τ) − ḡ(0), g позначає f , fx, fy, Fx, Fy або Ft, iндекс x, y
або t позначає часткову похiдну по вiдповiдному аргументу. Функцiю G(τ)
визначаємо як

G(τ) = ∆Ft(τ)τ + ∆Fx(τ)
[

˙̄x0(0)τ + x̄1(0)
]

+ ∆Fy(τ)
[

˙̄y0(0)τ + ȳ1(0)
]
. (2.6в)

Зауваження: При виведеннi останнього рiвняння системи (2.6б) змiнна t у
регулярних функцiях не просто прирiвнювалась до 0, як це було зроблено при
виведеннi системи (2.5в), а вважалась величиною порядку ε, а саме, t = ετ ,
де τ ∼ 1. Це призвело до виникнення доданкiв з τ у визначеннi (2.6в) для
функцiї G(τ).

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 2.2
2.2.1. Розв’язати точно i асимптотично у нульовому наближеннi при ε�

1 рiвняння εẋ(t) + x(t) = e−t, x(0) = 0. Порiвняти результати.

Розв’язок задачi 2.2.1. Точний розв’язок рiвняння може бути знайде-
ний методом варiацiї сталої: x(t) =

(
e−t − e−t/ε

)
/(1− ε).

Розв’яжемо дане рiвняння асимптотично у головному наближеннi, пред-
ставляючи розв’язок у виглядi x(t) = x̄0(t) + ξ0(τ), де x̄(t) — регулярний, а
ξ(τ) — пограничний розв’язок. Розглядаючи дане рiвняння подалi вiд грани-
цi (t ∼ 1 та τ � 1), можемо покласти ξ0(τ) → 0 та ε → 0. Тодi знаходимо,
що x̄0(t) = e−t. Пограничний розв’язок знайдемо, розглядаючи рiвняння по-
близу границi (t � 1 та τ ∼ 1). Тодi у регулярнi функцiї можна пiдставити
t = 0, а в ξ0(τ) залишити τ : ξ̇0(τ) + ξ0(τ) = 0. При цьому граничною умовою
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є ξ0(0) = x(0) − x̄0(0) = −1. У результатi маємо ξ0(τ) = −e−τ . Остато-
чно, x(t) = e−t − e−t/ε, що вiдповiдає головному члену розкладання точного
розв’язку.

2.2.2. Асимптотично у нульовому i першому наближеннях розв’язати

2ẋ(t) = x(t) + y(t)et, x(0) = 1, εẏ(t) = 1− x(t)y(t), y(0) = 2.

Розв’язок задачi 2.2.2. Спочатку знайдемо нульове наближення (2.5а).
Регулярний розв’язок задовольняє системi (2.5б):{

2 ˙̄x0(t) = x̄0(t) + ȳ0(t)e
t, x̄0(0) = 1,

1− x̄0(t)ȳ0(t) = 0.

Розв’язуючи, отримаємо x̄0(t) = et/2
√
t+ 1 i ȳ0(t) = e−t/2/

√
t+ 1.

Пограничний розв’язок задовольняє системi (2.5в):{
ξ0(τ) = 0,
η̇0(τ) = 1− x̄0(0)[ȳ0(0) + η0(τ)] = −η0(τ), η0(0) = y(0)− ȳ0(0) = 1.

Знаходимо, що η0(τ) = e−τ . У результатi маємо нульове наближення у вигля-
дi:

x0(t) = et/2
√
t+ 1, y0(t) = e−t/2/

√
t+ 1 + e−t/ε.

Для обчислення наступного наближення представляємо розв’язок у ви-
глядi (2.6а). Розрахуємо необхiднi функцiї:

f̄x(t) = 1/2, f̄y(t) = et/2, F̄x(t) = −ȳ0(t), F̄y(t) = −x̄0(t),
Fx(τ) = −1 + η0(τ), Fy(τ) = −1, ∆Fx(τ) = −η0(τ), ∆Fy(τ) = 0,
∆f(τ) = η0(τ)/2, ∆Ft(τ) = 0, G(τ) = −η0(τ)

[
τ + x̄1(0)

]
та складемо систему (2.6б):

2 ˙̄x1(t) = x̄1(t) + ȳ1(t)e
t, x̄1(0) = −ξ1(0),

−ȳ0(t)x̄1(t)− x̄0(t)ȳ1(t) = ˙̄y0(t),
ξ1(τ) = −

∫∞
τ η0(τ

′)dτ ′/2,
η̇1(τ) = [−1 + η0(τ)]ξ1(τ)− η1(τ)− η0(τ)

[
τ + x̄1(0)

]
, η1(0) = −ȳ1(0).

Розв’язуючи цю систему, послiдовно знаходимо:

(а) ξ1(τ) = −e−τ/2, тодi x̄1(0) = −ξ1(0) = 1/2;
(б) ȳ1(t) = −[ ˙̄y0(t) + ȳ0(t)x̄1(t)]/x̄0(t), тодi η1(0) = −ȳ1(0) = 1/2;
(в) рiвняння для x̄1(t) є 4 ˙̄x1(t) = 2tx̄1(t)/(t+1)+(t+2)/(t+1)2, яке разом

з початковою умовою дає розв’язок: x̄1(t) = et/2/
√
t+ 1− 1/[2(t+ 1)];
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(г) рiвняння для η1(τ) є η̇1(τ) = −η1(τ) − e−2τ/2 − e−ττ, яке разом з по-
чатковою умовою дає розв’язок: η1(τ) = (e−2τ − e−ττ 2)/2.

Узагальнюючи отриманi результати, остаточно маємо:

x0(t) = et/2
√
t+ 1 + ε

[ et/2√
t+ 1

− 1

2(t+ 1)
− e−t/ε

2

]
,

y0(t) =
e−t/2√
t+ 1

+ e−t/ε + ε
[e−t(t+ 3)

2(t+ 1)2
− e−t/2

(t+ 1)3/2
+
e−2t/ε − e−t/ε(t/ε)2

2

]
.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 2.2

2.2.3. У нульовому наближеннi при ε� 1 розв’язати задачу{
ẋ(t) = x(t)y(t)et, x(0) = 2,

εẏ(t) = (t+ 1)2 − y(t)/x(t), y(0) = 1.

2.2.4. Точно i асимптотично у нульовому i першому наближеннях по
ε� 1 розв’язати задачу{

εẋ(t) = −2x(t)− y(t), x(0) = 1,

εẏ(t) = x(t) + 2e−t, y(0) = 1.

Порiвняти результати.

2.2.5. Вважаючи, що ~→ 0, побудувати розв’язок стацiонарного рiвняння
Шредiнгера

~2 d2ψ

d2x
= −p2(x)ψ(x), p(x) =

√
2m
[
E − U(x)

]
у нульовому i першому наближеннях, зробивши замiну

ψ(x) = exp
[
i~−1S0(x) + S1(x) +O(~)

]
у рiвняннi Шредiнгера i порiвнюючи коефiцiєнти при рiвних ступенях ~, при
довiльнiй енергiї E.

Вказiвка до задачi 2.2.5. Для функцiй S0(x) та S1(x) отримайте рiв-
няння:

[
S ′0(x)

]2
= p2(x), 2S ′0(x)S ′1(x) + S ′′0 (x) = 0 та проiнтегруйте їх.
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2.3. Слабка нелiнiйнiсть у рiвняннях коливань
Метод Ван-дер-Поля. Розв’язок нелiнiйного рiвняння коливань

ẍ(t) + ω2
0x(t) = εf

[
x(t), ẋ(t)

]
(2.7)

при достатньо малому значеннi параметра ε може бути представлено у ви-
глядi

x(t) = a(t) cos
(
ω0t+ ϕ(t)

)
, (2.8а)

де a(t) i ϕ(t) — новi невiдомi функцiї, якi повiльно змiнюються з часом t i
можуть бути асимптотично знайденi з системи рiвнянь

ȧ(t) = εA
[
a(t)

]
, ϕ̇(t) = εΦ

[
a(t)

]
, (2.8б)

A[a] = − 1

2πω0

2π∫
0

f
[
a cosψ,−aω0 sinψ

]
sinψdψ, (2.8в)

Φ[a] = − 1

2πω0a

2π∫
0

f
[
a cosψ,−aω0 sinψ

]
cosψdψ. (2.8г)

Покажемо, яким чином можна отримати рiвняння (2.8б) для a(t) i ϕ(t).
Для цього зауважимо, що замiсть однiєї невiдомої функцiї x(t) рiвнян-
ням (2.8а) введено двi iншi a(t) та ϕ(t). Для визначеностi необхiдно дода-
ти умову, яка пов’язує цi невiдомi. Такою умовою у методi Ван-дер-Поля є
наступна рiвнiсть:

ẋ(t) = −ω0a(t) sin
(
ω0t+ ϕ(t)

)
, (2.9)

яка за змiстом позначає, що ẋ(t) має таку ж структуру, як при постiйних a(t)
та ϕ(t). В той же час з рiвняння (2.8а) випливає, що

ẋ(t) = ȧ(t) cosψ(t)− a(t)[ω0 + ϕ̇(t) sinψ(t)] sinψ(t),

де для скорочення введено позначення ψ(t) = ω0t + ϕ(t). Порiвнюючи ви-
рази для ẋ(t), знаходимо, що похiднi ȧ(t) та ϕ̇(t) виявляються пов’язаними
наступним спiввiдношенням:

ȧ(t) cosψ(t)− a(t)ϕ̇(t) sinψ(t) = 0. (2.10а)

Диференцiюючи рiвняння (2.9) та пiдставляючи отриманий ẍ(t) у поча-
ткове рiвняння (2.7), отримуємо ще одне спiввiдношення, що пов’язує ȧ(t)
та ϕ̇(t):

ȧ(t) sinψ(t) + a(t)ϕ̇(t) cosψ(t) = − ε

ω0
f [a cosψ(t),−aω0 sinψ(t)]. (2.10б)
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Далi розв’яжемо систему рiвнянь (2.10) вiдносно ȧ(t) та ϕ̇(t):

ȧ(t) = − ε

ω0
f [a(t) cosψ(t),−a(t)ω0 sinψ(t)] sinψ(t),

ϕ̇(t) = − ε

a(t)ω0
f [a(t) cosψ(t),−a(t)ω0 sinψ(t)] cosψ(t).

Якщо ε достатньо мале, то амплiтуда a(t) i фаза ϕ(t) виявляються повiльно
змiнними функцiями часу. Це означає, що протягом одного перiоду коливання
в головному наближеннi можна вважати a(t) та φ(t) постiйними величинами.
Тодi можна усереднити ȧ(t) i ϕ̇(t) у кожен момент часу по одному перiоду
коливань, що еквiвалентно усередненню по фазi ψ на iнтервалi завдовжки 2π.
У результатi такого усереднення отримаємо систему рiвнянь (2.8б)-(2.8г).

Зауваження: Метод Ван-дер-Поля не дає можливостi уточнювати отри-
маний розв’язок, тобто визначати наступнi наближення. Узагальнення цього
методу, яке не має цiєї вади, можна знайти у [3] пiд назвою «метод Крилова–
Боголюбова».

Метод ангармонiчних коливань. Нехай коливання описуються рiвнян-
ням (2.7) при ε � 1. Будемо шукати розв’язок цього рiвняння у виглядi
ряду x(t) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . ., де нульове наближення має вигляд
гармонiчних коливань x0(t) = a0 cos(ωt + ϕ0), частота яких ω вiдрiзняється
вiд ω0 та може бути знайдена у виглядi ряду ω = ω0 + εω1 + ε2ω2 + . . ., а a0

та ϕ0 — постiйна амплiтуда та фаза. Нехай попереднi наближення xk(t) та ωk
знайденi для всiх k < n. Тодi, розкладаючи рiвняння (2.7) до членiв порядку
εn, ми отримуємо рiвняння для xn(t) у виглядi:

ẍn(t) + ω2xn(t) = F (res)
n (t) + Fn(t), (2.11)

де сили F
(res)
n (t) та Fn(t), по-перше, вираженi через попереднi наближення

xk<n(t) та ωk<n, а також через ωn, а по-друге, F (res)
n (t) призводить до резо-

нансу, тобто має вигляд F (res)
n cos(ωt + ϕ). У такому разi невiдома поправка

до частоти ωn повинна бути знайдена з умови «нерезонансу»: F (res)
n = 0, а

невiдома поправка до коливань xn(t) — з рiвняння (2.11), де в правiй частинi
залишається тiльки нерезонансна сила Fn(t).

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 2.3
2.3.1. Система здiйснює затухаючi коливання, якi описуються рiвнянням

ẍ(t) +ω2
0x(t) = −εẋ(t). Знайти точний розв’язок цього рiвняння руху i порiв-

няти його з наближеним розв’язком, отриманим методом Ван-дер-Поля.

Розв’язок задачi 2.3.1. Точний розв’язок може бути знайдений у ви-
глядi exp(λt), складаючи характеристичне рiвняння λ2 + ελ + ω2

0 = 0. Тодi
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отримуємо наступний розв’язок: x(t) = a0 exp(−εt/2) cos(ωt+φ0), де a0 та φ0

— константи iнтегрування, а ω =
√
ω2

0 − ε2/4 ≈ ω0 − ε2/(8ω0).
Для знаходження наближеного розв’язку за допомогою метода Ван-дер-

Поля скористаємося рiвняннями (2.8б)-(2.8г):

ȧ = − ε

2πω0

2π∫
0

aω0 sin2 ψdψ = −εa
2
, тобто a(t) = a0e

−εt/2;

ϕ̇ = − ε

2πaω0

2π∫
0

aω0 sinψ cosψdψ = 0, тобто ϕ(t) = ϕ0.

У результатi маємо x(t) ≈ a0e
−εt/2 cos

(
ω0t + ϕ0

)
, що вiдповiдає точному

розв’язку, якщо знехтувати внеском порядку ε2 у фазу (частоту) коливань.

2.3.2. Система здiйснює коливання, якi описуються рiвнянням

ẍ(t) + ω2
0x(t) = −εx3(t).

Визначити наступнi поправки до частоти ω0 та амплiтуди a0 коливань за
умови, що ε� 1, двома способами:

(а) методом Ван-дер-Поля;
(б) методом ангармонiчних коливань.

Порiвняти результати.
Розв’язок задачi 2.3.2а. Скористаємося рiвняннями (2.8б)-(2.8г):

ȧ =
ε

2πω0

2π∫
0

a3 cos3 ψ sinψdψ = 0, тобто a(t) = a0;

ϕ̇ =
ε

2πaω0

2π∫
0

a3 cos4 ψdψ =
3εa2

0

8ω0
, тобто ϕ(t) =

3εa2
0t

8ω0
+ ϕ0.

У результатi маємо x(t) = a0 cos
(
ωt+ ϕ0

)
, де ω = ω0 + 3εa2

0/8ω0.
Розв’язок задачi 2.3.2б. Представимо розв’язок у виглядi

x(t) = a0 cos(ωt+ ϕ0) + εx1(t), де ω = ω0 + εω1,

пiдставимо його у вихiдне рiвняння i розкладемо, зберiгаючи головне набли-
ження i поправки порядку ε. Для окремих доданкiв отримаємо:

ẍ = −a0ω
2 cos(ωt+ ϕ0) + εẍ1, εx3 = εa3

0 cos3(ωt+ ϕ0),

ω2
0x = ω2x− 2εωω1x = εω2x1 + a0ω

2 cos(ωt+ ϕ0)− 2εa0ωω1 cos(ωt+ ϕ0).

Знижуючи степiнь cos3(ωt+ϕ0), записуємо рiвняння для x1(t) у наступному
виглядi:

ẍ1 + ω2x1 = 2a0ω0

(
ω1 −

3a2
0

8ω

)
cos(ωt+ ϕ0)−

3a3
0

4
cos(3ωt+ 3ϕ0).
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Перший доданок у правiй частинi є резонансним, тобто буде вносити в
x1(t) лiнiйно зростаючий доданок. Оскiльки ми шукаємо поправку до обме-
женої функцiї, то таких зростаючих рiшень бути не повинно. Це означає, що
резонансний доданок повинен обертатись у нуль, тобто ω1 = 3εa2

0/8ω0. Пiсля
чого x1 можна шукати у виглядi b cos(3ωt+3ϕ0) i визначити, що b = 3a3

0/32ω2.

Остаточно, представляючи розв’язок у виглядi x(t) ≈ a(t) cos(ωt + ϕ0),
знаходимо a(t) = a0 + 3εa3

0

[
2 cos(2ωt+ 2ϕ0)− 1

]
/32ω2

0 та ω = ω0 + 3εa2
0/8ω0.

Порiвнюючи обидва методи, бачимо, що метод Ван-дер-Поля дав правиль-
ний вираз для першої поправки по частотi, але не дав першої поправки по
амплiтудi.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 2.3

2.3.3. Показати, що якщо функцiя f [x, y] у рiвняннi (2.7) не залежить вiд
другого аргументу y, то метод Ван-дер-Поля дає a(t) = const. Який результат
дасть цей метод, якщо функцiя f [x, y] не залежить вiд першого аргументу?

2.3.4. Розв’язати задачу (2.7) методом Ван-дер-Поля, якщо:

(а) f [x, y] = (1− x4)y; (б) f [x, y] = (ωx− y)3.

2.3.5. За допомогою методу Ван-дер-Поля дослiдiть поведiнку системи
при достатньо великому часi t� 1 та для довiльних a0 i φ0, якщо

f [x, y] = − y

a2
0 + x2

, x(t = 0) = a0 cosφ0, x(t = 0) = −ω0a0 sinφ0.

Вказiвка до задачi 2.3.5. Розв’язуючи рiвняння (2.8в), отримайте за-
лежнiсть a(t) у неявному виглядi,

√
2− ln

(√
2 + 1

)
−
√

1 + a2(t)/a2
0 − ln

(√
1 + a2(t)/a2

0 − 1
)

= εt/a2
0,

та проаналiзуйте її при достатньо великому часi t� 1.

2.3.6. Розв’язати задачу 2.3.2 для системи, яка описується рiвнянням

ẍ(t) + ω2
0x(t) = −εx2(t).

Вказiвка до задачi 2.3.6. Дiйте аналогiчно до задачi 2.3.2. Однак у
першому порядку ω1 = 0. Це означає, що необхiдно розкласти до другого
порядку i обчислити ω2.
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2.4. Графiки розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь

Фазовим портретом системи диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = f

(
x(t), y(t)

)
,

ẏ(t) = g
(
x(t), y(t)

) (2.12)

називають сукупнiсть всiх можливих траєкторiй системи (2.12), побудованих
на фазовiй площинi (x, y).

Асимптотичний метод фазової площини полягає у знаходженнi стацiо-
нарних та особливих точок системи (2.12), побудуваннi асимптотичного фа-
зового портрету поблизу кожної з таких точок, а потiм об’єднаннi отриманих
результатiв у загальний фазовий портрет.

Зауваження: Фазовим портретом диференцiального рiвняння другого по-
рядку ẍ = h

(
x(t), ẋ(t)

)
називають сукупнiсть всiх можливих траєкторiй си-

стеми {
ẋ(t) = y(t),
ẏ(t) = h

(
x(t), y(t)

)
,

(2.13)

побудованих на фазовiй площинi (x, y), яку iнколи позначають (x, ẋ).

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 2.4

2.4.1. Знайти при |x| � 1 та |x| � 1 асимптотичний розв’язок диферен-
цiального рiвняння

y′(x) + xy3(x) = x4, y(0) = 0.

Виходячи з отриманих результатiв, побудувати графiк розв’язку y(x).

Розв’язок задачi 2.4.1. Знайдемо асимптотичний розв’язок рiвняння
так само, як у завданнi 2.1.4.

Почнемо з граничного випадку |x| � 1 i припустимо, що одним з додан-
кiв у даному рiвняннi можна знехтувати. Припустимо, що |y′(x)| � x4. Тодi
вихiдне рiвняння перетворюється на y(x) = x. Перевiряємо, що припущення
(гiпотеза) правильне: |y′(x)| = 1 � x4. Безпосередньо переконуємось, що iн-
шi можливостi |xy(x)| � x4 i x4 � |y′(x)| призводять до протирiччя. Тому
розв’язком даного рiвняння при |x| � 1 є y(x) = x. Для бiльшої точностi
побудови графiка знайдемо наступне наближення. Для цього представимо
розв’язок у виглядi y(x) = x + y1(x), де y1(x) — наступне наближення. Пiд-
ставляючи до вихiдного рiвняння та розкладаючи за малим |y1(x)| � |x|,
отримуємо рiвняння y′1(x) + 3x3y1(x) + 1 = 0. Припустимо, що |y′1(x)| � 1,
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тодi отримуємо розв’язок у виглядi y1(x) = −1/(3x3). Перевiряємо, що отри-
маний розв’язок вiдповiдає припущенню: |y′1(x)| = 1/x4 � 1. Безпосередньо
переконуємось, що iншi можливостi |x3y1(x)| � 1 i 1� |y′(x)| призводять до
протирiччя.

В iншому граничному випадку |x| � 1 припустимо, що |xy3(x)| � |x4|. То-
дi вихiдне рiвняння спрощується, y′(x) = x4, а його розв’язком є y(x) = x5/5
(константу iнтегрування знайшли з початкової умови). Перевiряємо, що при-
пущення правильне: |xy3(x)| = |x16/125| � |x4|. Безпосередньо переконує-
мось, що iншi можливостi |y′(x)| � |x4| i |x4| � |y′(x)| призводять до проти-
рiччя.

Зобразимо штриховою лiнiєю отриманi асимптотики i з’єднаємо схемати-
чно, як у задачi 1.5.1.

-2 -1 1 2
x

-2

-1

1

2

y

-1 0 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

Рис. 2.1: Графiки до задач 2.4.1 (лiворуч) i 2.4.2 (праворуч)

2.4.2. Побудувати при a = 3 i b = 2 фазовий портрет системи{
ẋ(t) = a− y2(t)− by−1(t) cosx(t),
ẏ(t) = −b sinx(t).

Розв’язок задачi 2.4.2. Визначимо стацiонарнi та особливi точки.

Для знаходження стацiонарних точок покладемо у початковiй системi ẋ =
0 i ẏ = 0 i отримаємо рiвняння sinx = 0 i 3−y2−2y−1 cosx = 0, звiдки xk = πk
i y3 − 3y + 2(−1)k = 0. Розв’язуючи кубiчне рiвняння, маємо y1,k = −2(−1)k

i y2,k = (−1)k. Оскiльки фазовий портрет є перiодичним (з перiодом 2π по
x) та центрально-симетричним вiдносно точки (π/2, 0), то розглянемо тiльки
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наступнi пари (x, y): (π, 2) та (0, 1). Решта стацiонарних точок портрету може
бути отримана зображенням (x, y) 7→ (x±π,−y) i зсувом (x, y) 7→ (x±2π, y).

Почнемо з точки (π, 2). Введемо у розгляд новi змiннi: x = π+ξ, y = 2+η.
Лiнеаризуємо вихiдну систему, вважаючи z та u малими, та отримуємо: ξ̇ =
−9η/2, η̇ = 2ξ. Перемножуючи, 2ξξ̇ = −9ηη̇/2, та iнтегруючи, отримуємо
фазовi траєкторiї у неявному виглядi 4ξ2 + 9η2 = const. Тодi точка (π, 2) —
центр, а фазовi траєкторiї в її околицi — елiпси зi спiввiдношенням пiвосей
lx/ly = 3/2.

Тепер розглянемо точку (0, 1) та введемо новi змiннi, x = ξ, y = 1+η, для
яких отримаємо систему ξ̇ = 0, η̇ = −2ξ. Таким чином, (0, 1) — вироджена
особлива точка i фазовi траєкторiї в її околицi — вертикальнi прямi x = const.
Для того, щоб все ж таки виявити вiдмiннiсть фазових траєкторiй вiд прямих,
ми вiзьмемо до уваги доданки другого порядку за η (тобто y). Тодi отримаємо
ξ̇ = −3η2, η̇ = −2ξ, що пiсля перемноження та iнтегрування зводиться до
ξ2 − η3 = const. При const > 0 кривi огинають точку (0, 1) знизу, а при
const < 0 — проходять зверху точки (0, 1).

Окрiм вивчених стацiонарних точок окремого розгляду вимагає пряма y =
0, оскiльки у рiвняннi є доданок fy−1(t) cosx(t). Всi траєкторiї поблизу цiєї
прямої наближаються до неї як до асимптоти завдяки цьому доданку. Окрiм
того, на цiй прямiй iснують видiленi точки xl = π(l + 1/2), l = 0,±1,±2, . . ..
У цих точках наведений доданок обертається в нуль через cosx. Розглянемо
траєкторiї поблизу цих особливих точок на прикладi (x, y) = (π/2, 0) (iншi
особливi точки можна отримати зазначеними вище зсувами i вiдображення-
ми). Для цього введемо у розгляд новi змiннi ζ = (x − π/2)/y i η = y, тодi,
розкладаючи початкове рiвняння по малостi η i вважаючи ζ порядку 1, отри-
маємо систему: ηζ̇ = 3+4ζ, η̇ = −2. Звiдси −2ζ̇/(3+4ζ) = η̇/η. Iнтегрування
дає ζ+ 3/4 = C/η2, де C = const. Або, повертаючись до початкових змiнних,
отримаємо гiперболи x− π/2 = C/y − 3y/4.

Зобразимо всi дослiдженi особливостi на фазової площинi i доповнимо
портрет у промiжках (рис. 2.1).

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 2.4

2.4.3. Знайти при |x| � 1 та |x| � 1 асимптотичний розв’язок диферен-
цiального рiвняння

y′(x) + xy3(x) = exp(−x), y(0) = 0.

Виходячи з отриманих результатiв, побудувати графiки y(x) його можливих
розв’язкiв.
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Вказiвка до задачi 2.4.3. Майте на увазi, що граничний випадок
|x| � 1 являє собою два рiзнi випадки при x > 0 та x < 0, вiдповiдно, оскiль-
ки exp(−x) має у цих двох випадках рiзну поведiнку.

2.4.4. Побудувати фазовий портрет рiвняння коливань

ẍ(t)− x(t) + x3(t) = 0.

2.4.5. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = sin y(t),
ẏ(t) = sinx(t).

2.4.6. Розв’язати задачу 2.4.2 при a = 2 та b = 4.

2.5. Приклади iндивiдуальних завдань до роз-
дiлу 2

Варiант 1
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром τ диференцiальне рiвняння

y′(x)− τ tg(τx)y(x) = exp(τ 2x).

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром µ систему диференцiальних рiвнянь{
ẍ(t) = ln

[
y(t) + µx(t)

]
, x(0) = 0, ẋ(0) = 1,

ẏ(t) = sin
[
µx(t)y(t)

]
, y(0) = 1.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x(t) + y(t), x(0) = 2,
εẏ(t) = 1− x2(t)y(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при ρ� 1 рiвняння коливань

ẍ(t) + x(t) = ρx(t)
(
x2(t) + ẋ2(t)

)−1
.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
[
x(t)ẋ2(t) + 1

]
x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + xy2(x) = x3e−x, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = y3(t)− x(t),
ẏ(t) = y(t)− x3(t).
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Варiант 2
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром ρ диференцiальне рiвняння

xy′(x) lnx+ 3y(x) = (x+ ρ)3.

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром τ систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = arcsin

[
τ
(
x(t)− y(t)

)]
, x(0) = e−τ ,

ẏ(t) = −y(t) ln
[
y(t) + τx(t)

]
, y(0) = eτ .

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x(t) + y(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = −x(t)y(t), y(0) = 1.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при κ� 1 рiвняння коливань

ẍ(t) + x(t) = κ(ẋ3(t)− x3(t)).

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
[
ẋ4(t) + 1

]
x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + x2y2(x) = x4, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = y(t)− x(t),
ẏ(t) = y(t)− x3(t).

Варiант 3
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром µ диференцiальне рiвняння

z′(x)

x sin(µx2)
+
(
z − 1

sin(µx2)

)2

=
1

sin2(µx2)
.

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему диференцiальних рiвнянь{
ẍ(t) + sin

[
x(t) + εy(t)

]
= 0, x(0) = ε, ẋ(0) = 2eε,

ẏ(t) = cos
[
εy(t)

]
, y(0) = 0.
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3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = e−t + y(t)/x(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = x(t)e−t − y(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при γ � 1 рiвняння коливань

y′′(x) + ω2
0y(x) = γ

y(x) + y′(x)

y2(x) + y′2(x)
.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
(
x3(t) + 1

)
x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x)y(x) + x = ey(x), y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = y2(t)− y(t),
ẏ(t) = −x(t) + x2(t)− y(t).

Варiант 4
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром ζ диференцiальне рiвняння

y′(x)

x2
+
y(x)

x
=

exp(−x3) cos(ζx)

y2(x)
.

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром β систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = exp

[
βx2(t)y(t)

]
, x(0) = eβ,

ẏ(t) =
[
1 + βx2(t)y2(t)

]−1
, y(0) = e2β2

.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x2(t) + y(t), x(0) = 2,
εẏ(t) = x2(t)− y(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при µ� 1 рiвняння коливань

y′′(x)− µy′3(x)
(
1 + y2(x)

)
+ ω2

0y(x) = 0.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
(
ẋ2(t) + 1

)
x(t) = 0, при |a| � 1.
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6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + x2y2(x) = x6, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = −x(t)− y(t) + y3(t),
ẏ(t) = x(t).

Варiант 5
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром ω диференцiальне рiвняння

ẋ(t)− eωt−x(t) + tg(ωt) = 0.

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром γ систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = x(t) + 2 tg

[
γy(t)

]
, x(0) = 1,

ẏ(t) = y(t)eγx(t), y(0) = − cos γ.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = −x(t)− y3(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = x2(t)− y(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при κ� 1 рiвняння коливань

ẍ(t) + x(t) = −κẋ4(t).

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
[
ẋ2(t) + 1

]
x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + x3y3(x) = x2, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет рiвняння

ẍ(t) + ẋ(t) + x(t)− x3(t) = 0.

Варiант 6
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром α диференцiальне рiвняння

y′(x) + 2xy(x) = x sin(αx2).
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Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром γ систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = exp

[
x(t) + γy(t)

]
, x(0) = 0,

ẏ(t) = sin
[
γx(t)y(t)

]
, y(0) = cos γ.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x(t) + y(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = x(t)− y(t)/x(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при ζ � 1 рiвняння коливань

y′′(x) +
[
1− ζ

y2(x) + y′2(x)

]
y(x) = 0.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+ ẋ2(t) + x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + x2y3(x) = x3, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = −y(t)− y2(t),
ẏ(t) = −x(t)− x2(t).

Варiант 7
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром ε диференцiальне рiвняння

y′(x) + 3x2y(x) = x cos(εx).

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром κ систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = ln

[
1 + κx(t)y(t)

]
, x(0) = eκ,

ẏ(t) = exp
[
κx(t) + y(t)

]
, y(0) = κ cosκ.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x(t) + y(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = 1− x(t)y(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при µ� 1 рiвняння коливань

y′′(x)− µy′3(x) + y(x) = 0.
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5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+ x(t) = −ẋ2(t)x(t), при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + y3(x) shx = x, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет рiвняння

ẍ(t) + ẋ2(t)− x(t)
[
1 + 2ẋ(t)

]
+ x2(t) = 0.

Варiант 8
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром β диференцiальне рiвняння

ẋ(t) + 2t = tex(t) sin(βt2).

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ρ систему диференцiальних рiвнянь{
ẍ(t) = sin

[
ρx(t)

]
ẏ(t) ch t, x(0) = 0, ẋ(0) = arctg ρ−1,

ẏ(t) = sin
[
ẋ(t) + y(t)

]
, y(0) = π.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x−1(t)e−y(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = x2(t)− y(t), y(0) = 0.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при α� 1 рiвняння коливань

ẍ(t) + x(t) = α
x(t)− ẋ(t)

x2(t) + ẋ2(t)
.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
[
x4(t) + 1

]
x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiвня-
ння y′(x) + y2(x) = |x|x − exp(−x2), y(0) = 0. Виходячи з отриманих резуль-
татiв, побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет рiвняння

ẍ(t) +
[
x(t)− ẋ(t)

]3 − x(t) = 0.
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Варiант 9
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром ω диференцiальне рiвняння(
ẋ(t) + 3t2

)
et

3+x(t) = t cos(ωt).

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ζ систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = x(t) sin

[
ζy(t)

]
, x(0) = sin ζ,

ẏ(t) = y(t) exp
[
ζx(t)y(t)

]
, y(0) = cos ζ.

3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x(t) + y2(t), x(0) = 1,
εẏ(t) = 1− x(t)y(t), y(0) = −1.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при µ� 1 рiвняння коливань

y′′(x)− µ(y′
4
(x) + y3(x)) + y(x) = 0.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+
[
x2(t)ẋ2(t) + 1

]
x(t) = 0, при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + xy3(x) = x3, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет системи
{
ẋ(t) = −x(t)− y(t) + y2(t),
ẏ(t) = x(t).

Варiант 10
1. Розв’язати точно i асимптотично в головному i наступному наближен-

нях за малим параметром γ диференцiальне рiвняння

ẋ(t) ln t+
z

x
=

1

3

(x+ γ

z

)2

.

Порiвняти результати, розкладаючи точний розв’язок за малим параметром.
2. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ζ систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ(t) = x(t) + eζx(t)y(t), x(0) = −e−ζ ,
ẏ(t) = x3(t), y(0) = 1.
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3. Розв’язати асимптотично в головному i наступному наближеннях за

малим параметром ε систему
{
ẋ(t) = x(t)− y2(t), x(0) = 2,
εẏ(t) = 1− y(t)/x2(t), y(0) = 1.

4. Розв’язати методом Ван-дер-Поля при µ� 1 рiвняння коливань

y′′(x)− µy3(x)
(
1 + y′

2
(x)
)

+ y(x) = 0.

5. Знайти наступну поправку до головного значення ω0 = 1 частоти ан-
гармонiчних коливань x(t) = a cos

(
ωt+ φ

)
, описаних рiвнянням

ẍ+ x(t) = −x(t)ẋ4(t), при |a| � 1.

6. Розв’язати при |x| � 1 i |x| � 1 асимптотично диференцiальне рiв-
няння y′(x) + x3y3(x) = x, y(0) = 0. Виходячи з отриманих результатiв,
побудувати графiки його можливих розв’язкiв.

7. Побудувати фазовий портрет рiвняння

ẍ(t) + ẋ(t) + x(t)− x2(t) = 0.



Роздiл 3

Наближене обчислення
iнтегралiв

3.1. Загальнi методи обчислення iнтегралiв

Метод малого параметра. В бiльшостi «регулярних» випадкiв iнтеграл,
що залежить вiд малого параметра ε, може бути обчислений прямим розкла-
данням у ряд Тейлора (1.1). Зокрема якщо a(ε), b(ε) i f(x, ε) — достатньо
диференцiйовнi та iнтегровнi функцiї, то

b(ε)∫
a(ε)

f(x, ε)dx ≡ I(ε) = I(0) + εI ′(0) +
ε2I ′′(0)

2
+ . . . , (3.1)

I(0) =

b0∫
a0

f0(x)dx, I ′(0) = f0(b0)b
′(0)− f0(a0)a

′(0) +

b0∫
a0

f ′ε(x, 0)dx, (3.2)

де a0 = a(0), b0 = b(0) i f0(x) = f(x, 0).
Зауваження: В деяких випадках зручно зробити замiну змiнної iнтегрува-

ння так, щоб перенести залежнiсть вiд ε повнiстю до пiдiнтегральної функцiї.
Наприклад, замiна: y = [x−a(ε)]/[b(ε)−a(ε)] перетворює iнтеграл (3.1) таким
чином:

I(ε) =

1∫
0

g(y, ε)dy, g(y, ε) = [b(ε)− a(ε)]f
(
[b(ε)− a(ε)]y + a(ε), ε

)
. (3.3)

Метод видiлення основного внеску. Нехай f(x) i g(x) — знакопостiйнi
iнтегровнi функцiї, а x0 — точка максимуму f(x), причому |f(x) − g(x)| �
|f(x0)| для всiх a < x < b. Тодi iнтеграл функцiї f(x) може бути приблизно
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замiнений вiдповiдним iнтегралом функцiї g(x).

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

g(x)dx+R, |R| 6
b∫

a

|f(x)− g(x)|dx�
∣∣∣ b∫
a

f(x)dx
∣∣∣.

Зауваження 1: Запропонований метод носить виключно оцiнювальний
характер, для конкретних функцiй потрiбно проводити ретельну оцiнку за-
лишкового члена. Зокрема метод може давати некоректну вiдповiдь при a
або b рiвних ±∞.

Зауваження 2: Частковий, але строго математично обґрунтований випа-
док методу видiлення основного внеску являє собою метод Лапласа, який
буде розглянутий у пiдроздiлi 3.4.

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 3.1
3.1.1. У головному i наступному наближеннях по ε � 1 обчислити iнте-

грали

(а)
1∫
ε

e−εx
2

sinxdx; (б)
ε∫

0

√
x2 + ε sinx3dx.

Розв’язок задачi 3.1.1а. Скористаємося формулами (3.1) за умови, що
a(ε) = ε, b(ε) = 1, f(x, ε) = e−εx

2

sinx:

I(ε) ≈
∫ 1

0

sinxdx− ε
∫ 1

0

x2 sinxdx = 1− cos 1 + ε(2− cos 1− 2 sin 1).

Розв’язок задачi 3.1.1б. Пряме використання формул (3.1) неможливе,
оскiльки в iнтегралi наявний квадратний корiнь. Але ми можемо зробити
замiну в iнтегралi, y = x/ε, як запропоновано у (3.3):

I(ε) =

ε∫
0

√
x2 + ε sinx3dx = ε

√
ε

1∫
0

√
εy2 + 1 sin(ε3y3)dy,

пiсля чого в отриманому iнтегралi можна використовувати розкладання за
формулою Тейлора, утримуючи головне i наступне ненульове наближення,
причому розкладати тепер потрiбно лише пiдiнтегральну функцiю:

I(ε) ≈ ε4
√
ε

1∫
0

(
y3 + εy5/2

)
dy = ε4

√
ε
(
1/4 + ε/12

)
.
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3.1.2. Обчислити iнтеграл
10∫

1

xxdx з похибкою менше нiж 2%.

Розв’язок задачi 3.1.2. Очевидно, що основний внесок в iнтеграл роб-
лять значення f(x) = xx поблизу x = 10. Тодi для зручностi введемо
y = 10− x i визначимо нову функцiю g(y), яка наближує пiдiнтегральну фун-
кцiю, в припущеннi y � 1 наступним чином:

f(x) = xx = (10− y)10−y = e(10−y) ln(10−y) ≈ e10 ln 10−(1+ln 10)y = g(y).

Цю функцiю ми i будемо вважати наближенням для даної:∫ 10

1

xxdx ≈
∫ ∞

0

e10 ln 10−(1+ln 10)ydy =
1010

1 + ln 10
.

Тут ми замiнили верхню межу 9 = 10 − 1 в iнтегралi по y на ∞, оскiльки
iнтеграл вiд 9 до∞ малий. Оцiнимо похибку обчислення. Для цього запишемо
наступний член розкладання по y � 1:

e(10−y) ln(10−y) ≈ e10 ln 10−(1+ln 10)ye−y
2/20 ≈ e10 ln 10−(1+ln 10)y(1− y2/20).

Тодi можна оцiнити похибку обчислення:

R =

∫ 10

1

xxdx− 1010

1 + ln 10
≈ −109

2

∫ ∞
0

y2e−(1+ln 10)ydy =
109

(1 + ln 10)3
.

Отже, вiдносна похибка дорiвнює 10−1(1 + ln 10)−2 ≈ 0.9%.

3.1.3. Обчислити середнє значення cos100 x на його перiодi з похибкою
менше нiж 5%.

Розв’язок задачi 3.1.3. Перiод функцiї cos100 x дорiвнює π, тому будемо
усереднювати функцiю у межах вiд −π/2 до π/2. Очевидно, що значення
функцiї дорiвнює 1 при x = 0 i швидко зменшується при вiддаленнi вiд цiєї
точки. Тому спробуємо наблизити дану функцiю iншою, близькою до неї при
|x| � 1. Оскiльки cosx ≈ 1 − x2/2 + x4/24, а e−x2/2 ≈ 1 − x2/2 + x4/8, то
функцiя e−50x2 може слугувати гарним наближенням для даної функцiї:

〈cos100 x〉 =
1

π

∫ π/2

−π/2
cos100 xdx ≈ 1

π

∫ ∞
−∞

e−50x2dx =
1√
50π

.

При переходi до iнтеграла вiд e−50x2 межi iнтегруванння були замiненi на
±∞, оскiльки цей iнтеграл поза вiдрiзком вiд −π/2 до π/2 малий. Оцiнимо
похибку обчислень. Для цього оцiнимо, наскiльки обрана нами функцiя силь-
но вiдрiзняється вiд даної. Оскiльки iстотнi значення набираються при малих
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значеннях x, то запишемо: cos100 x ≈
(
e−x

2/2−x4/12
)100 ≈ e−50x2

(
1−25x4/3

)
.

Тодi можна оцiнити похибку обчислення:

〈cos100 x〉 − 1√
50π
≈ −25

3π

∫ ∞
−∞

x4e−50x2dx = − 1

2000
√

2π
.

Отже, вiдносна похибка обчислення 0.25%.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 3.1

3.1.4. Довести спiввiдношення (3.2) i вивести I ′′(0).

3.1.5. У головному i наступному наближеннях по ε � 1 обчислити iнте-
грали

(а)
1−ε∫
ε

ex tg εx3dx; (б)
ε∫

0

dx

sinx2 + ε
; (в)

ε∫
0

xxdx.

3.1.6. Обчислити з похибкою менше нiж 5%:

(а) e−22n

4∫
1

ex
n

dx, n > 2; (б)
∞∫

−∞

(x4 + 4x+ 4)−100dx.

Вказiвка до задачi 3.1.6б. Знайдiть точку максимуму функцiї i на-
близьте її поблизу цiєї точки функцiєю виду exp(−ay2).

3.2. Iнтегрування частинами. Iнтеграли Фур’є

Метод iнтегрування частинами може бути використаний не тiльки як
точний метод, але також як наближений. Для цього потрiбно представити
пiдiнтегральну функцiю у виглядi добутку двох функцiй u(x) та v′(x) таким
чином, щоб в результатi iнтегрування частинами,

b∫
a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−

b∫
a

v(x)u′(x)dx, (3.4)

перший доданок виявився набагато бiльшим, нiж другий. У цьому випадку
перший доданок являтиме собою головне значення iнтеграла, а другий —
залишковий член. Далi, за необхiднiстю, цю процедуру треба повторити певну
кiлькiсть разiв, обчислюючи наступнi наближення.
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Використовуючи метод iнтегрування частинами, можна наближено обчи-
слювати iнтеграли Фур’є. А саме, якщо функцiя f(x) достатньо диференцi-
йована, то

b∫
a

f(x)eikx dx =
N−1∑
n=0

in+1

kn+1

[
f (n)(a)eika − f (n)(b)eikb

]
+ o(k−N), k →∞, (3.5)

де пiд f (n)(x) мається на увазi n-та похiдна функцiї f(x).

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 3.2
3.2.1. Обчислити розкладання при x � 1 функцiї помилок Erf(x) =

∞∫
x

e−t
2

dt. Обчислити Erf(2) з точнiстю 5%.

Розв’язок задачi 3.2.1. Для обчислення цiєї асимптотики скористаємося
iнтегруванням частинами (3.4) стiльки разiв, скiльки необхiдно:

Erf(x) =

∫ ∞
x

de−t
2

2t
=
e−x

2

2x
−
∫ ∞
x

e−t
2

2t2
dt =

e−x
2

2x
− e−x

2

4x3
+R(x).

Першi доданки — члени розкладання, а останнiй iнтеграл R(x) — похибка
обчислень. Оцiнимо його:

|R(x)| = 3

8

∣∣∣ ∫ ∞
x

de−t
2

t5

∣∣∣ 6 3

8x5

∫ ∞
x

de−t
2

=
3e−x

2

8x5
.

Таким чином, зазначених членiв розкладання достатньо для обчислення
Erf(2) ≈ 7e−4/32± 5%.

3.2.2. Обчислити головнi i наступнi члени розкладань iнтеграла Стiлтьєса

S(x) =

∞∫
0

e−t
dt

x+ t
при 0 < x� 1 та x� 1.

Розв’язок задачi 3.2.2. Звернемо увагу, що для обох зазначених асимп-
тотик, x � 1 i x � 1, ми можемо використовувати iнтегрування частина-
ми (3.4), але вибiр функцiй u i v для цих випадкiв повинен бути рiзним.

Для випадку x� 1 маємо:

S(x) = −
∫ ∞

0

de−t

x+ t
= − e−t

x+ t

∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

de−t

(x+ t)2
=

1

x
− 1

x2
+R(x).
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Знайдений результат являє собою головне та наступне наближення, що пока-
зує наступна оцiнка:

|R(x)| = 2

∫ ∞
0

e−tdt

(x+ t)3
6

2

x3
� 1

x2
.

Для другого випадку x� 1 маємо:

S(x) =

∫ ∞
0

e−td ln(x+ t) = e−t ln(x+ t)
∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

e−t ln(x+ t)dt.

Зауважимо, що другий доданок має скiнченну границю при x� 1,∫ ∞
0

e−t ln tdt = −γ ≈ −0.577216,

тому перед наступним iнтегруванням частинами треба значення цiєї границi
видiлити в явному виглядi:

S(x) = − lnx− γ +

∫ ∞
0

e−t[ln(t+ x)− ln t]dt.

З точки зору чистої математики, знайдена асимптотика− lnx−γ представляє
як раз головне та наступне наближення. Але в теоретичнiй фiзицi логарифм
малого або великого параметра вважається числом порядку 1. Тому продов-
жимо розрахунки та проiнтегруємо частинами, вважаючи, що u(t) = e−t та
v′(t) = ln(t+ x)− ln t:

S(x) = − lnx− γ + e−t
[
(t+ x) ln(t+ x)− t ln t

]∣∣∣∞
0

+

+

∫ ∞
0

e−t
[
(t+ x) ln(t+ x)− t ln t

]
dt =

= − lnx− γ − x
[

lnx−
∫ ∞

0

e−t(1 + ln t)dt
]

+R(x) =

= − lnx− γ − x
[

lnx+ γ − 1
]

+R(x).

Отримана асимптотика являє собою головне i наступне наближення (вважа-
ючи lnx ∼ 1), оскiльки

R(x) =

∫ ∞
0

e−t[(t+ x) ln(t+ x)− t ln t− x(1 + ln t)]dt = O(x2 lnx),

що можна перевiрити ще одним iнтегруванням частинами.
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3.2.3. Показати за допомогою iнтегрування частинами, що

∞∫
0

f(x) cos kx dx = −f
′(0)

k2
+O(k−4), k →∞,

якщо функцiя f(x) достатньо диференцiйована i x3f(x)→ 0 при x→∞.

Розв’язок задачi 3.2.3. Скористаємось iнтегруванням частинами (3.4):∫ ∞
0

f(x) cos kx dx =
f(x) sin kx

k

∣∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

f ′(x) sin kx

k
dx =

= −f
′(0)

k2
−
∫ ∞

0

f ′′(x) cos kx

k2
dx = −f

′(0)

k2
+

∫ ∞
0

f ′′′(x)d cos kx

k4
.

Нескладно пересвiдчитися, що останнiй доданок порядку O(k−4).

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 3.2

3.2.4. Довести спiввiдношення (3.5), використовуючи iнтегрування части-
нами.

Вказiвка до задачi 3.2.4. Обирайте наступний вигляд функцiй u(x) =
f (n)(x) та v′(x) = eikx та iнтегруйте частинами N разiв.

3.2.5. Обчислити розкладання при x� 1 iнтегралiв Френеля

F1(x) =

∞∫
x

cos
(
θ2
)
dθ, F2(x) =

∞∫
x

sin
(
θ2
)
dθ.

3.2.6. Обчислити розкладання при x � 1 неповної гамма-функцiї

Γ(a, x) =

∞∫
x

e−tta−1dt. Обчислити Γ(1/5, 5) з точнiстю 5%.

3.2.7. (!) Обчислити головне значення
∞∫

−∞

eikxdx√
1 + |x|N

при k � 1:

(а) N = 2n, n ∈ N; (б) N = 2n− 1, n ∈ N.

Вказiвка до задачi 3.2.7а. Використовуйте формулу (3.5) для набли-
женого значення iнтегралiв Фур’є, розкладаючи iнтеграл на два: вiд −∞ до 0
та вiд 0 до ∞.
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Вказiвка до задачi 3.2.7б. Перейдiть вiд iнтеграла вiд 0 до +∞ до iн-
теграла по комплекснiй траєкторiї вiд n

√
i до n
√
i ·∞ (розрiз вiд точки розгалу-

ження n
√
i). Iнтеграли вздовж iнших розрiзiв виявляються нехтовно малими

у порiвняннi iз зазначеним.

3.3. Метод стацiонарної фази

Метод стацiонарної фази. Нехай дiйсно-значна функцiя f(x) i
комплексно-значна функцiя φ(x) достатньо диференцiйованi, x = a — єдина
стацiонарна точка f(x) на iнтервалi a 6 x 6 b, тобто f ′(a) = 0 та f ′(x) 6= 0
при a < x 6 b, а також φ(a) 6= 0 та f ′′(a) 6= 0. Тодi правильна наступна
асимптотика:

b∫
a

φ(x)eikf(x)dx =

√
πi

2kf ′′(a)
φ(a)eikf(a) +O(k−1), k →∞. (3.6)

Тут алгебраїчний квадратний корiнь комплексного числа розраховується та-
ким чином, щоб його дiйсна частина була позитивна.

Точка a, у якiй f ′(a) = 0, називається точкою стацiонарної фази, оскiль-
ки у цiй точцi «зупиняється» фаза функцiї eikf(x), що i зумовлює назву методу.

Детальне математичне доведення асимптотики (3.6) можна знайти в [4].
Тут ми, опускаючи деякi математичнi деталi, простежимо основнi моменти
доведення. Для визначеностi будемо вважати, що f(a) — мiнiмальне значення
на iнтервалi iнтегрування. Проведемо у iнтегралi (3.6) замiну змiнних u =√
f(x)− f(a):

b∫
a

φ(x)eikf(x)dx =

c∫
0

ϕ(u)eiku
2+ikf(a)du, ϕ(u) = φ(x)

dx

du

∣∣∣
f(x)−f(a)=u2

,

тут c =
√
f(b)− f(a). Зазначимо, що функцiя eiku2 швидко осцилює за раху-

нок великого параметра k всюди, окрiм околу u = 0. Тому слiд очiкувати, що
основний внесок в iнтеграл буде давати тiльки окiл u = 0. Беручи до уваги,
що f ′(a) = 0, поблизу x = a маємо:

f(x)− f(a) =
ξ2f ′′(a)

2
+
ξ3f ′′′(a)

6
+ . . . , ξ = x− a,

f ′(x) = ξf ′′(a) +
ξ2f ′′′(a)

2
+ . . . , φ(x) = φ(a) + ξφ′(a) + . . . .
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Тодi розкладемо функцiю ϕ(u) поблизу u = 0:

ϕ(u) =
2φ(x)

√
f(x)− f(a)

f ′(x)

∣∣∣
f(x)−f(a)=u2

= φ(a)

√
2

f ′′(a)
+ Au+ . . . ,

A =
6φ′(a)f ′′(a)− 2φ(a)f ′′′(a)[

f ′′(a)
]2 . (3.7)

Тепер ми можемо обчислити початковий iнтеграл, представивши його у ви-
глядi:

b∫
a

φ(x)eikf(x)dx = eikf(a)φ(a)

√
2

f ′′(a)

∞∫
0

eiku
2

du+R, (3.8)

R = O
( ∞∫
c

eiku
2

du
)

+O
( c∫

0

ueiku
2

du
)
.

Для обчислення iнтеграла у рiвняннi (3.8) робимо замiну ku2 = iz2 i прихо-
димо до iнтеграла Пуассона:

∞∫
0

eiku
2

du =

√
i

k

√
−i∞∫
0

e−z
2

dz =

√
i

k

∞∫
0

e−z
2

dz =

√
iπ

k
.

Зазначимо, що iнтегрування у другому iнтегралi проходить по прямiй вiд
0 до

√
−i∞ у комплекснiй площинi. Для переходу до класичного iнтеграла

Пуассона по дiйснiй прямiй вiд 0 до +∞ (третiй iнтеграл) треба розглянути
замкнутий контур iнтегрування, що складається з вiдрiзкiв завдовжки r двох
вказаних прямих вiд нуля i дуги кола радiуса r. Iнтеграл по цьому контуру
дорiвнює нулю в силу теореми Кошi, а iнтеграл по дузi прямує до нуля при
r →∞.

Звернемось тепер до залишкового члена R. Вiн складається з двох до-
данкiв. Перший доданок виник вiд замiни у головному наближеннi верхньої
границi iнтегрування з c на∞, а другий позначає розкладання пiдiнтеграль-
ної функцiї ϕ(u) до наступного наближення, див. (3.7). Кожний з них можна
оцiнити як O(k−1), див. [4], що доводить асимптотику (3.6).

Зауваження 1: Якщо у вказаному методi першi (N − 1) похiдних у то-
чцi x = a дорiвнюють нулю, f (n)(a) = 0 при n = 1, 2, . . . , (N − 1), i лише
f (N)(a) 6= 0, то дослiджуваний iнтеграл має порядок O(k−1/N). Зокрема при
N = 3 можемо записати:

b∫
a

φ(x)eikf(x)dx = Γ
(4

3

)
3

√
6i

kf ′′′(a)
φ(a)eikf(a) +O(k−2/3), k →∞. (3.9)
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Зауваження 2: Якщо на iнтервалi iнтегрування функцiя f(x) не має ста-
цiонарних точок, то, використовуючи метод iнтегрування частинами, порiв-
няйте з (3.5), можна показати, що правильна наступна асимптотика:

b∫
a

φ(x)eikf(x)dx =
φ(b)eikf(b)

ikf ′(b)
− φ(a)eikf(a)

ikf ′(a)
+O(k−2), k →∞. (3.10)

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 3.3
3.3.1. Обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
1

eik(x2−2x) dx√
x

при k →∞.

Розв’язок задачi 3.3.1. Визначимо точку стацiонарної фази: f ′(x) =
2x − 2 = 0. Отже, x0 = 1 i збiгається з початком iнтервалу iнтегрування в
умовi задачi. Скористаємося рiвнiстю (3.6) i отримаємо, що головне набли-
ження iнтеграла дорiвнює e−ik

√
πi/4k.

3.3.2. Обчислити
∞∫

−∞

cos
[
100(x4 − x)

]
dx з точнiстю 10%.

Розв’язок задачi 3.3.2. У першу чергу зауважимо, що пiдiнтеграль-
ний вираз дорiвнює Re[e100i(x4−x)]. Точка стацiонарної фази у цьому випадку
a = 2−2/3. Оскiльки iнтегрування ведеться по всiй дiйснiй осi, ми представи-
мо даний iнтеграл у виглядi суми iнтегралiв вiд −∞ до a та вiд a до +∞.
Для кожного з iнтегралiв можна застосувати рiвнiсть (3.6) при k = 100. У
результатi маємо:∫ ∞

−∞
cos
[
100(x4 − x)

]
dx = Re

[
e−75·2−2/3i

(21/3πi

300

)1/2

+R
]
.

Враховуючи, що
√
i = eiπ/4, остаточно отримуємо:∫ ∞

−∞
cos
[
100(x4 − x)

]
dx ≈

(21/3π

300

)1/2

cos
(
75 · 2−2/3 − π/4

)
≈ −0.0905835.

Оцiнимо похибку обчислень R. Для цього звернемось до виразу (3.7) та ви-
значимо, що A = −2 · 24a/(12a)2 = −22/3/3. Тодi оцiнимо похибку |R| як
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наступний член розкладання:

|R| ≈
∣∣∣Re

(
2A lim

γ→0

∫ ∞
0

ueiku
2−γu2du

)∣∣∣ = 2|A| lim
γ→0

1

2(k − iγ)
=
|A|
k

=
22/3

300
.

Отже, вiдносна похибка обчислень менше 10%.

Зауваження: При обчисленнi R ми використали так званий метод регуля-
ризацiї, коли до формально розбiжного на +∞ iнтеграла вводиться множник
exp(−γu2), який робить iнтеграл збiжним, а пiсля обчислення знаходять гра-
ницю γ → 0.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 3.3

3.3.3. Отримати головнi члени асимптотик (3.9) та (3.10) iз зауважень 1
та 2.

Вказiвка до задачi 3.3.3. У першiй асимптотицi (3.9) дiйте аналогiчно
доведенню (3.6), проводячи в iнтегралi замiну u = 3

√
f(x)− f(a) i врахову-

ючи, що f ′(a) = f ′′(a) = 0, розкладiть пiдiнтегральну функцiю (окрiм eiku
3)

у ряд поблизу u = 0 (x = a). У другiй асимптотицi (3.10) використовуйте
iнтегрування частинами.

3.3.4. Обчислити головнi наближення iнтегралiв:

(а)
1∫

0

sin
[
k
(
2x3 − x2

)]
dx; (б)

∞∫
−∞

cos
(
kx2 − 2x+ 1

)
dx;

(в)
∞∫

0

eik[x−3x2(1−x)]dx; при k →∞.

Вказiвка до задачi 3.3.4. Представте cos або sin у виглядi дiйсної або
уявної частини, що вiдповiдає exp.

3.3.5. Обчислити
∞∫

0

x100i sin
(
50x
)
dx з точнiстю 10%.

Вказiвка до задачi 3.3.5. Представте пiдiнтегральний вираз при k = 50
у виглядi (eik(2 lnx+x) − eik(2 lnx−x))/2i. Перша експонента не дає внеску у го-
ловне наближення, оскiльки не має точок стацiонарної фази в областi iнте-
грування, але дає внесок у залишковий член, тобто в оцiнку похибки.



3.4. Метод Лапласа. Поняття про метод перевалу 67

3.4. Метод Лапласа. Поняття про метод пере-
валу

Метод Лапласа. Нехай дiйсно-значнi функцiї f(x) та φ(x) достатньо ди-
ференцiйованi i функцiя f(x) має у точцi a локальний максимум, причому
f ′(a) = 0, f ′′(a) < 0 i f(x) < f(a) при a < x 6 b, тодi при p→ +∞ правильно,
що

b∫
a

φ(x)epf(x)dx = epf(a)
[
φ(a)

√
π

2p|f ′′(a)|
+O

(
p−1
)]
. (3.11)

Доведення асимптотики (3.11) аналогiчне доведенню асимптотики (3.6),
тому зупинимось лише на вiдмiнностях. Проведемо замiну змiнних u =√
f(a)− f(x):∫ b

a

φ(x)epf(x)dx =

∫ c

0

ϕ(u)epf(a)−pu2du, ϕ(u) = φ(x)
dx

du

∣∣∣
f(a)−f(x)=u2

,

тут c =
√
f(a)− f(b). Очевидно, що за рахунок множника e−pu2 основний

внесок у iнтеграл дають значення u, близькi до 0. Розкладемо ϕ(u) побли-
зу u = 0: ϕ(u) = φ(a)

√
2/|f ′′(a)| + Au + . . ., де A визначено спiввiдношен-

ням (3.7). Перший доданок визначає головний член у рiвностi (3.11), наступнi
дозволяють оцiнити похибку обчислень.

Зауваження: Якщо на вiдрiзку вiд a до b функцiя f(x) має у точцi a
максимум, але f ′(a) < 0, то

b∫
a

φ(x)epf(x)dx =
φ(a)epf(a)

p|f ′(a)|
+O

(
p−2
)
, p→ +∞. (3.12)

Метод перевалу. Розглянемо iнтеграл вигляду

I(p) =

∫
γ

φ(z)epf(z)dz, при p→∞, (3.13)

де f(z) i φ(z) — комплексно-значнi функцiї, аналiтичнi у деякiй областi ком-
плексної площини, що мiстить криву iнтегрування γ. Такий iнтеграл може
бути обчислений асимптотично, використовуючи метод перевалу, сутнiсть
якого може бути викладена наступним чином:

• Визначимо точки перевалу, в яких f ′(z) = 0. Зауважимо, що назва «пе-
ревал» походить з географiчної термiнологiї. Якщо розглянути функцiю двох
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змiнних ψ(x, y) =
∣∣φ(x+ iy)epf(x+iy)

∣∣, то точки, де f ′(z) = 0, є сiдловими для
ψ(x, y) при великих значеннях p. Якщо розглядати ψ(x, y) як функцiю гео-
графiчної висоти над рiвнем моря в точцi (x, y), то сiдлова точки — i є так
званою точкою перевалу.

• Побудуємо новий контур iнтегрування γ′ так, щоб його початок i кiнець
збiгався з початком i кiнцем γ, але проходив певним чином через деякi з
точок перевалу. Напрямок, у якому γ′ буде проходити через точку перевалу,
може бути обрано неоднозначно. Наприклад, в основi методу найшвидшого
спуску потрiбно, щоб швидкiсть спадання функцiї

∣∣φ(z)epf(z)
∣∣ при вiддаленнi

вiд точки перевалу вздовж γ′ була максимально можливою.

• Перейти вiд γ до γ′, використовуючи теорему Кошi. Якщо в областi,
обмеженiй кривими γ i γ′, функцiї φ(x) та f(x) аналiтичнi, то iнтеграл по
замкнутому контуру γ ∪ γ′ дорiвнює нулю. Якщо в цiй областi є полюси, то
потрiбно розраховувати лишок.

• Обчислити асимптотично iнтеграл по γ′, спираючись на метод Лапласа.
Головний внесок в iнтеграл мають значення змiнної поблизу точок перевалу,
оскiльки в них досягається локальний максимум пiдiнтегральної функцiї.

Зауваження: Тут представлена лише загальна iдея методу перевалу,
бiльш докладний його виклад з прикладами є у багатьох пiдручниках i моно-
графiях, зокрема [1, 4, 5, 6]. Основнi i найчастiше значнi труднощi пов’язанi
з пошуком нової кривої iнтегрування γ′. Iснує ряд модифiкацiй методу пере-
валу, якi пропонують алгоритм ефективного пошуку γ′. Серед iнших варто
вiдзначити метод Ван-дер-Вардена, докладний виклад якого можна знайти
у [7].

Приклади завдань з розв’язками до пiдроздiлу 3.4

3.4.1. Обчислити асимптотику для функцiй Бесселя

In(p) =
1

π

π∫
0

ep cosx cosnxdx при n ∈ N та p→ +∞.

Розв’язок задачi 3.4.1. На вiдрiзку вiд 0 до π функцiя cosx у показнику
експоненти спадає i, таким чином, має максимум у точцi x = 0. Отже, можна
скористатися рiвнiстю (3.11):

In(p) =
1

π
ep
√

π

2p
+O

(
p−1ep

)
=

ep√
2πp

+O
(
p−1ep

)
, p→ +∞.
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3.4.2. Довести асимптотичну формулу Стiрлiнґа

Γ(p+ 1) =

∞∫
0

e−xxpdx ≈
√

2πp ppe−p при p→ +∞.

Розв’язок задачi 3.4.2. Безпосередньо метод Лапласа застосувати не
вдається, оскiльки функцiя xp не має максимуму на iнтервалi iнтегрування.
Але, провiвши замiну змiнних x = pt, отримуємо iнтеграл, у якому максимум
пiдiнтегральної функцiї досягається у точцi x = 1. Пiсля цього можна засто-
сувати метод Лапласа (3.11), розбиваючи промiжок iнтегрування на два, вiд
0 до 1 та вiд 1 до ∞:

Γ(p+ 1) =

∫ ∞
0

e−xxpdx = pp+1

∫ ∞
0

ep(ln t−t)dt ≈ 2pp+1e−p
√

π

2p
,

що i доводить асимптотичну формулу Стiрлiнґа.

3.4.3. Обчислити головне значення iнтеграла

I(p) =

∞∫
0

ep(x+ix−x3)dx при p→ +∞.

Розв’язок задачi 3.4.3. Для обчислення iнтеграла будемо використо-
вувати метод перевалу. У даному випадку, f(z) = z + iz − z3, φ(z) = 1, що
узгоджується з iнтегралом (3.13), i крива γ — це промiнь вiд 0 до +∞ вздовж
дiйсної осi.

Визначимо точки перевалу: f ′(z) = 1 + i − 3z2 = 0. Маємо двi точки
перевалу: z = ±

√
(1 + i)/3. Оберемо новий шлях iнтегрування γ′ у виглядi

променя вiд 0 до∞·eiπ/8. Цей промiнь проходить через одну з точок перевалу,
а саме, z0 = (2/9)1/4eiπ/8, тобто променя, який йде пiд кутом π/8 до дiйсної
осi. Iнтеграл по γ′ дорiвнює iнтегралу по γ, оскiльки у секторi кола радiусом
R, сторони якого лежать на γ i γ′, немає особливих точок пiдiнтегральної
функцiї, а iнтеграл по дузi цього сектора наближається до нуля приR→ +∞.

Далi в iнтегралi по γ′ зробимо замiну змiнних, z = (y + 1)z0, так, щоб
пiсля замiни iнтегрування велося по дiйснiй осi i точка перевалу виявилася в
y = 0:

I(p) =

∫ ∞·eiπ/8
0

ep(z+iz−z
3)dz = z0

∫ ∞
−1

epz
3
0(2−3y2−y3)dy.

Тут було враховано, що (1 + i)z0 = 3z3
0. Подальшi обчислення спираються на

метод Лапласа. Абсолютна величина пiдiнтегральної функцiї швидко спадає
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(оскiльки p→ +∞) при вiддаленнi вiд y = 0, отже, для обчислення головного
наближення ми можемо знехтувати у показнику експоненти доданком y3 i
продовжити область iнтегрування до −∞, пiсля чого iнтеграл зведеться до
iнтеграла Пуассона:

I(p) ≈ z0e
2pz30

∫ ∞
−∞

e−3pz30y
2

dy = e2pz30

√
π

3pz0
, z0 = (2/9)1/4eiπ/8.

Завдання для самостiйної роботи до пiдроздiлу 3.4

3.4.4. Обчислити при p→ +∞ головне значеня
π∫

0

xp sinxdx.

3.4.5. Показати, що при p→ +∞ мають мiсце такi асимптотичнi розкла-
дання:

(а)
1∫

0

exxp(1 + x2)−pdx ≈
√

π

2p

e

2p
;

(б)
∞∫

0

∞∫
0

e−p(x
2+y2)(1− x− y)pdxdy ≈ 1

p2
− 7

p3
.

Вказiвка до задачi 3.4.5б. Для функцiї f(x, y) = −(x2 + y2) +
ln |1− x− y| знайдiть екстремальнi точки: всерединi областi iнтегрування,
коли f ′x(x, y) = f ′y(x, y) = 0 (x1 = y1 = (1 +

√
5)/4); на межi областi iнте-

грування, коли або f ′x(x, 0) = 0 (x2 = (1 +
√

3)/2, y2 = 0), або f ′y(0, y) = 0

(x3 = 0, y3 = (1 +
√

3)/2); i x4 = 0, y4 = 0. Виявляється, що саме околиця
точки x4 = 0, y4 = 0 дає максимальний внесок у iнтеграл.

3.4.6. Обчислити при p→ +∞ головне значення

∞∫
0

epx(6−x3) sin
[
px2(1 + 4x)

]
dx.

Вказiвка до задачi 3.4.6. Представте sin як уявну частину exp. У ре-
зультатi отримаєте iнтеграл вигляду (3.13), де f(z) = 6z + iz2 + 4iz3 − z4,
φ(z) = 1, крива iнтегрування γ — дiйсна пiввiсь вiд 0 до +∞. Знайдiть то-
чки перевалу: z1 = 3i та z2,3 = ±(i + 1)/2. Проведiть промiнь γ′ з 0 через
z2 = (i+ 1)/2 — це новий шлях iнтегрування.
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3.5. Приклади iндивiдуальних завдань до роз-
дiлу 3

Варiант 1

1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
ε∫

0

sin(x2) ln(x+ ε)dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
3∫

0

x2

1 + ex2−2
dx. Оцiнити

теоретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
−∞

eikx(2 + |x| sin2n x)−1dx, k →∞, n ∈ N.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

eikx
2

√
x

cos
(
kx4
)
dx, k → +∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
1

e−(3x2−p−x5)2+p2dx, p→ +∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

i+∞∫
i−∞

e−z
2

(1 + z)−ndz, n→∞, n ∈ N.

Варiант 2

1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
1∫
ε

e−εx
3

sin(x+ ε)dx.
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2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
6∫

2

lnx
2

xdx. Оцiнити тео-

ретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
x

e−t
3

t3dt, x→∞.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

x−ike2ikxdx, k → +∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

√
xepx(1−x2)dx, p→ +∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

+i∞∫
−i

ez(z3 − 3z − 2)−ndz, n→∞, n ∈ N.

Варiант 3

1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
1∫

−ε

sh(−εx2) cos(x− ε)dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
3∫

0

x4e−x
2

dx. Оцiнити те-

оретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
x

e−t
2
√
t2 + 1dt, x→∞.
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4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
−1

eik(x4+4x)dx, k →∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
1

epx
2(4−x2) sinxdx, p→ +∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
−∞

e−iwz(4 + z2)−2wdz, w → +∞.

Варiант 4
1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
ε∫

0

sh(x2)

x sin(x+ ε)
dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
2∫

0

cos20
[

arctg(x4 − 4x+ 3)
]
dx. Оцiнити теоретично похибку обчислень.

3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
0

10−x
n

kixdx, k → +∞, n ∈ N.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

1∫
0

eik sin(x3) cos
(
x2
)
dx, k →∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
2

x−2 lnq xdx, q → +∞.
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6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

+
√
i∞∫

−
√
i∞

(
z + eiπ/4

)−n
e2
√

2z−iz2dz, n→∞, n ∈ N.

Варiант 5
1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
1−ε∫
0

xε ln(x+ ε)dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
5∫

3

xx lnxdx. Оцiнити тео-

ретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
x

e−t
2
√
t2 + 1 ln tdt, x→∞.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла
∞∫

0

x−4ik sin
(
kx2
)
dx, k → +∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла
∞∫

1

ep
2−(3x2−p−x5)2dx, p→ +∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла
∞∫
−1

(z3 + 3z − 2i)−neizdz, n→∞, n ∈ N.

Варiант 6
1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
ε∫

0

ctg(xε) ln(1 + x2)dx.
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2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
6∫

2

x2e−x
4

dx. Оцiнити те-

оретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
−∞

eikx
(
|x|2n−1 + cos2 xn

)−1
dx, k →∞, n ∈ N.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

sin
(
kx2
)
eikx

4

dx, k → +∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
1

x−3 lnp xdx, p→∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

i+∞∫
i−∞

eirzz−r(z − 2i)−rdz, r → +∞.

Варiант 7

1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
1∫
ε

sin(xε) tg(x2)dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
9∫

4

2
√
x
3

dx. Оцiнити тео-

ретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
x

e−t
3

ln tdt, x→∞.
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4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
−1

eik(x4+x3+x)dx, k →∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

x2e−px
2(4+x2)dx, p→∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
−∞

eitz(1 + z2)−tdz, t→ +∞.

Варiант 8
1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
ε∫

0

ln
√
x2 + 1

e−εx − 1
dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
2∫

0

ln−30(4− 3x+ 3x4)dx.

Оцiнити теоретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
0

eikx−x
2n−1

dx, k →∞, n ∈ N.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

sin
(
kx2
)

cos
(
kx4
)
dx, k → +∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
1

x−2 lnp xdx, p→∞.
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6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла
−i+∞∫
−(i+1)

z−2m(z + 3i)−mei(z+2i)dz, m→∞, m ∈ N.

Варiант 9
1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
ε∫

−1

sin(xε)√
1 + x2

dx.

2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
3∫

0

x4e−x
3

dx. Оцiнити те-

оретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
x

e−t
3

t4dt, x→∞.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла
∞∫

1/2

eik(x4+2x3−2x)dx, k →∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла
∞∫

0

e−px(x2−4) cosxdx, p→∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла
i+∞∫
i−1

(z3 − 3iz2 − 4i)−pei(z+1)dz, p→∞, p ∈ N.

Варiант 10
1. Обчислити асимптотично в головному та наступному наближеннях за

малим параметром ε iнтеграл
ε∫

−ε

ln(1 + x)√
ε+ x2

dx.
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2. Обчислити з похибкою не бiльше 5% iнтеграл
5∫

2

10x
2

dx. Оцiнити тео-

ретично похибку обчислень.
3. Обчислити головне та наступне наближення iнтеграла

∞∫
1

t−3
√
t2 + x ln tdt, x→∞.

4. Методом стацiонарної фази обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
1

eik(x4−3x2)dx, k →∞.

5. Методом Лапласа обчислити головне наближення iнтеграла

∞∫
0

√
1 + x2e−px

2−4x+2p2dx, p→∞.

6. Методом перевалу обчислити головне наближення iнтеграла

−2i+∞∫
−2i−∞

(z2 + 4iz − 3)−peipzdz, p→ +∞.



Вiдповiдi

Роздiл 1

1.1.1. A1,0 = 1± 0.5, A1,1 = 1.5± 0.13, A1,2 = 1.375± 0.063,
A2,0 = 2± 2, A2,1 = 1.5± 0.22, A2,2 = 1.4375± 0.096.
1.1.2. sin 3 = 0.1411195± 0.0004%.
1.1.3. P1/P0 = (1.1 + e−2)± 3% = 1.24± 3%.
1.1.4. B1,0 = 2± 0.5, B1,1 = 1.75± 0.04, B1,2 = 1.734± 0.007,
B2,0 = 1.7± 0.3, B2,1 = 1.73± 0.02, B2,2 = 1.732± 0.003.
1.1.5. ln 3 = (12e− 9− e2)/2e2 ± 0.04% = 1.0983± 0.04%.
1.2.1. (а)x ≈ ε. (б) x ≈ ε± ε2

√
2.

1.2.2. x = 0.20± 0.01.
1.2.3. x(0) = 0, x(±n) ≈ ±π(n+ 1/2)∓ 1/(πn), n = 1, 2 . . ..

1.2.4. x2 = −∂
2
xF (x0, 0)[∂εF (x0, 0)]2

2[∂xF (x0, 0)]3
+
∂x∂εF (x0, 0)∂εF (x0, 0)

[∂xF (x0, 0)]2
− ∂2

εF (x0, 0)

2∂xF (x0, 0)
.

1.2.5. (а) x ≈ π(1− ε)/2. (б) x ≈ 1±
√

2ε.
1.2.6. x = 0.33± 0.01.
1.2.7. x(0) ≈ π/4− π2/56, x(±n) ≈ ±nπ/2 + 2/(nπ)2, n = 1, 2 . . ..
1.3.1. (а) y ≈ π/2 + (x− 1)ε+ πε2/2. (б) y = 1±

√
x2 + 2ε2.

1.3.2. (а) x ≈ y−1 − y−2 + 3y−3/2. (б) x ≈ ln(1/y)− ln ln(1/y).
1.3.4. y ≈ −(x+ sinx)(1 + ε cosx).
1.3.5. y ≈ x+ π2/4− πε+ (πx2 + π3x/4 + 1)ε2.
1.3.6. y ≈ 1±

√
x2 + 2ε2 − (2x2 + ε2)/3.

1.3.7. (а) x ≈ y + y3/3. (б) x ≈ π/2− 4y/π2 − 64y2/π5.
1.4.1. (а) 2

√
n+ S − 2 +O(n−1/2), где S ≈ 0.5396.

(б) ln2 n/2 + S +O(n−1 lnn), где S ≈ −0.0728.
(в) 2n lnn− 2n+1n−1 +O(2nn−2).
(г)(2 lnn)−1 + (4n ln2 n)−1.

1.4.2. (а)
3n

4
3

4
− n

1
3

2
+O(1).

(б) S − ln(n/e)

n
+O

( lnn

n2

)
, S ≈ 0.9375.

(в) S − ln(2n)/8n+O
(

lnn/n2
)
, где S ≈ 0.07993.

(г) 22n+1 ln(2n)/3 + 22n/9n+O(22n/n2).
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1.5.2. ∆l ≈ d sinα
(
1− d2 cos4 α/8S2

)
.

1.5.3. Fкуля ≈ πRS−1
∫∞
a0
F (a)da = πRφ0/3a

3
0.

1.5.5. L =
√

2RH, H � 3
√
hR2.

1.5.6. d = a cos θ, φ(r < R) ≈ 4πρa

3
r cos θ, φ(r > R) ≈ 4πρR3a

3

cos θ

r2
.

1.5.7.
√

2(1− ε/2),
√

2(1 + ε/6), (1 + ε/12)/
√

2.

Роздiл 2

2.1.1. (eε + 2ε)e
sin εt
ε − 2(ε+ sin εt); et + (3et − 2− 2t)ε+ 3−t3

6 etε2.
2.1.2. x(t) ≈ πt− (2π ln t+ eπt)/µπ2, y(t) ≈ eπt/µπ.
2.1.3. ψ(r → 0) ≈ C1r

l, ψ(r →∞) ≈ C2e
−r
√
|E|.

2.1.4. y(x) ≈ x− 1/(3x2).
2.1.5. 2f2(t) =

[
f ′′εε + 2x1(t)f

′′
xε + x2

1(t)f
′′
xx

](
t, x0(t), 0

)
.

2.1.6. y(x) ≈ y0(x) + εy1(x), y′′0 + a0y
′
0 + b0y0 = c(x, 0), y0(x0) = u(0),

y′0(x0) = v(0), y′′1 + a0y
′
1 + b0y1 = c′ε(x, 0)− a′ε(x, 0)y′0 − b′ε(x, 0)y0,

y1(x0) = u′ε(0), y′1(x0) = v′ε(0), a0 = a(x, 0), b0 = b(x, 0).
2.1.7. (а) − ln[1 + (1− etε)/ε], − ln(1− t) + t2ε/2(1− t). (б)

[
(λ2− 1)xλ1 +

(1− λ1)x
λ2 + (λ2 − λ1)x

]
/(λ2 − λ1)ε(2 + ε),

λ1,2 = 1/2− ε±
√

1/4− ε, (1− x+ x lnx)(1 + 2ε)− 2εx ln2 x.
2.1.8. x(t) ≈ 1 + t/µ, y(t) ≈ π + π(sin t− t)/µ.
2.1.9. (а) y(x � 1) ≈ x + x5/10, y(x � 1) ≈ ex

2/2 − x/2. (б) y(x � 1) ≈
L+ x(6− 6L+ 3L2 − L3), L = ln(Cx),

y(x� 1) ≈ x−1/3 + x−2/3/9.
2.2.1. x(t) =

(
e−t − e−t/ε

)
/(1− ε), x(t) ≈ e−t − e−t/ε.

2.2.2. x0(t) = et/2
√
t+ 1 + ε

[ et/2√
t+ 1

− 1

2(t+ 1)
− e−t/ε

2

]
,

y0(t) =
e−t/2√
t+ 1

+ e−t/ε + ε
[e−t(t+ 3)

2(t+ 1)2
− e−t/2

(t+ 1)3/2
+
e−2t/ε − e−t/ε(t/ε)2

2

]
.

2.2.3. x(t) = −
[
et(t2 + 1)− 3/2

]−1, y(t) = (t+ 1)2x(t)− e−t/2ε.
2.2.4. x(t) =

{
−2e−t +

[
3− 2ε+ ε2 + 2t(1− ε)

]
e−t/ε

}
/(1− ε)2,

y(t) =
{

2(2− ε)e−t −
[
3− ε2 + 2t(1− ε)

]
e−t/ε

}
/(1− ε)2;

x(t) ≈
[
(3 + 2t) + (4 + 2t)ε

]
e−t/ε − (2 + 4ε)e−t,

y(t) ≈ −
[
(3 + 2t) + (6 + 2t)ε

]
e−t/ε + (4 + 6ε)e−t.

2.2.5. ψ(x) = C1p
− 1

2 (x)e
i
~
∫
p(x)dx + C2p

− 1
2 (x)e−

i
~
∫
p(x)dx.

2.3.1. x(t) ≈ a0e
−εt/2 cos

(
ω0t+ ϕ0

)
.

2.3.2. x(t) ≈ a(t) cos(ωt+ ϕ0), ω = ω0 + 3εa2
0/8ω0,

(а) a(t) = a0 + 3εa3
0

[
2 cos(2ωt+ 2ϕ0)− 1

]
/32ω2

0; (б) a(t) = 0.
2.3.4. (а) a(t) = a0e

εt/2
[
1 + a4

0(e
2εt − 1)/8

]−1/4, ϕ = ϕ0.
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(б) a(t) =
a0√
b(t)

, ϕ(t) = ϕ0 +
ω ln b(t)

2ω0
, b(t) = 1 + 3a2

0εt
ω2 + ω2

0

2
.

2.3.5. x(t) = γa0 exp(−εt/a2
0) cos(ω0t+ φ0), γ = e(

√
2−1)/2

√
2
(√

2− 1
)
.

2.3.6. (а) x(t) ≈ a(t) cos(ωt+ ϕ0)− 2εa2
0/3ω

2
0,

ω = ω0 − 5ε2a2
0/12ω3

0, a(t) = a0 + εa2
0 cos(ωt+ ϕ0)/3ω

2
0.

(б) x(t) ≈ a0 cos(ω0t+ ϕ0).
2.4.1. i 2.4.2. див. рис. 2.1.
2.4.3. y|x→+∞ ≈ 1/x, y|x→−∞ ≈ x−1/3e−x/3, y|x→0 ≈ x.

-4 -2 2 4
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-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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y

Рис. 3.1: Графiки до завдань 2.4.3 (лiворуч) i 2.4.4 (праворуч)

2.4.4. див. рис. 3.1.
2.4.5. та 2.4.6. див. рис. 3.2.

Роздiл 3

3.1.1. (а) 1− cos 1 + ε(2− cos 1− 2 sin 1). (б) ε4
√
ε
(
3 + ε

)
/12.

3.1.2. 1010/(1 + ln 10)± 0.9%.
3.1.3. (50π)−1/2 ± 0.25%.
3.1.4. I ′′(0) = f0(b0)b

′′(0)− f0(a0)a
′′(0) +

∫ b0
a0
f ′′εε(x, 0)dx+

+b′(0)
[
f ′x(b0, 0)b′(0)− 2f ′ε(b0, 0)

]
− a′(0)

[
f ′x(a0, 0)a′(0)− 2f ′ε(a0, 0)

]
.

3.1.5. (а) (6− 2e)ε− eε2. (б) 1− ε/3. (в) ε+ ε2(2 ln ε− 1)/4.
3.1.6. (а) 41−n/n. (б)

√
π/600± 0.5%.

3.2.1. Erf(x) ≈ e−x
2

(2x−1 − x−3)/4; Erf(2) = 7e−4/32± 5%.
3.2.2. S(x� 1) ≈ x−1 − x−2; S(x� 1) ≈ − lnx− x(lnx− 1).

3.2.5. F1(x) ≈ −sinx2

2x
+

cosx2

4x3
; F2(x) ≈ cosx2

2x
+

sinx2

4x3
.
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Рис. 3.2: Графiки до завдань 2.4.5 (лiворуч) i 2.4.6 (праворуч)

3.2.6. Γ(a, x) ≈ e−x
[
xa−1 + (a− 1)xa−2 + (a− 1)(a− 2)xa−3

]
;

Γ(1/5, 5) = 0.0017± 5%.

3.2.7а.
8π

nk
e−k sin π

2n cos
[π

4

(
n−1 − 1) + k cos

π

2n

]
.

3.2.7б. (−1)n(2n− 1)!k−2n.

3.3.1. e−ik
√
iπ

4k
.

3.3.2.
(21/3π

300

)1/2

cos
( 75

22/3
+
π

4

)
± 8%.

3.3.3.

3.3.4. (а)
[√

2 cos
( k

27
+
π

4

)
− 1
]√ π

8k
. (б)

√
π

k
cos
(

1 +
π

4

)
.

(в) 2(3k)−1/3Γ(4/3)ei(2k+3π)/18.
3.3.5. (2/e)100i

√
πi/50.

3.4.1. ep/
√

2πp+O(p−1ep).

3.4.3. e2pz30
√
π/(3pz0), z0 = (2/9)1/4eiπ/8.

3.4.4. πp+2p−2.

3.4.6. e7p/4

√
π

2p
√

13
sin
[
2p+ ϕ

]
, tg 2ϕ = 3/2.
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Надруковано з готових оригінал-макетів у ФО-П Тітов Є.В. 

61057, м. Харків, Харківська набережна, 9, кв. 23. 

Свідоцтво про реєстрацію ВОО № 951823 від 18.01.1999 р. 


	Передмова
	1 Найпростіші наближені обчислення
	1.1 Арифметичні наближені розрахунки й оцінка похибки
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	1.2 Трансцендентні алгебраїчні рівняння
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	1.3 Наближене визначення неявних функцій. Метод обернення Лагранжа
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	1.4 Асимптотичне обчислення сум
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	1.5 Геометричні та графічні наближення
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	1.6 Приклади індивідуальних завдань до розділу 1

	2 Наближене розв'язання диференціальних рівнянь
	2.1 Регулярні диференціальні рівняння
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	2.2 Сингулярно збурені диференціальні рівняння
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	2.3 Слабка нелінійність у рівняннях коливань
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	2.4 Графіки розв'язків диференціальних рівнянь
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	2.5 Приклади індивідуальних завдань до розділу 2

	3 Наближене обчислення інтегралів
	3.1 Загальні методи обчислення інтегралів
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	3.2 Інтегрування частинами. Інтеграли Фур'є
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	3.3 Метод стаціонарної фази
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	3.4 Метод Лапласа. Поняття про метод перевалу
	Приклади завдань з розв'язками
	Завдання для самостійної роботи

	3.5 Приклади індивідуальних завдань до розділу 3

	Відповіді
	Розділ 1
	Розділ 2
	Розділ 3


	Бiблiографiя



